} vy 
Redaeene te 


Wayitelg 


eta aac) 


Gereae 
heh Ra 


ye 
Nathena ere b, 
ri 

mate ; 
ay et Ne ‘ r ‘ see 
Ban ayes ¢ mabe ath 4 Mise 
Ker : : ‘ 


Hist 
Hihet sa hong 


edgar ] : 
sue estima arian Rte 


aa es 


Ms 
TAPAy 


fedrastrtrdcas &) 


Nei ghada'ss whi 
bortrorstey 


eRe ly 


7 


Swe te 


Digitized by the Internet Archive 
in 2022 with funding from 
Kahle/Austin Foundation 


httos://archive.org/details/latheoriedesnomb0000drjs 


INTRODUCTION 


A LA THEORIE DES 


NOMBRES ALGEBRIQUES 


’ 
lah 


Fr 
7 i 
= ‘ 
A, > aa 
ee 


» 
Reis V 
ee 
7 
; a 7 } 
_ . ve 
a an 
A ee 
\ . 7 A. 
han 
ee vv. 
ae 
y bf crud} 
a 


ee ne: os 
ev iQue: Ih + 


D* J. SOMMER 


1 -/ PROFRSSEUR A LA « TECHNISCHE HOCHSCHULE » DE DANTZI@ 


INTRODUCTION 


A LA THEORIE DES 


NOMBRES ALGEBRIQUES 


Edition francaise revue et augmentée 


TRADUIT DE LALLEMAND 


PAR 


A. LEVY 


PROFESSEUR AU LYCEE SAINT=LOUIS 


Avec Préface de J. HADAM ARD 


PROFESSEUR AU COLLEGE DE FRANCE 


p— a 


PARIS 
LIBRAIRIE SCIENTIFIQUE A. HERMANN ET FILS 


LIBRAIRES DE S. M. LE ROI DE SUEDE 
6, RUE DE LA SORBONNE, 6 


(944 


~~ 
\ 
“ 
+ 
\) 


> 
ol 


PREFACE DE WVEDITION FRANCAISE 


L’école mathématique francaise du temps présent a-t-elle cu 
raison de laisser dans un oubli relatif la théorie des nombres pour 
s’adonner aux autres branches de la mathématique ou, certes, elle 
a trouvé assez de problémes 4 élucider et de résultats 4 recueillir 
pour alimenter son activité ? 

C’est affaire 4 chacun de l’apprécier. 

Que cet oubli soit réel — si étrange qu’il puisse paraitre dans la 
patrie d’Hermite — il n'est méme plus utile de le rappeler. 

Parmi tous ceux — et leur nombre est respectable — qui, en 
France, s’intéressent aux mathématiques, combien connaissent les 
théories modernes de l’Arithmétique ? 

Combien méme, pourrait-on se demander, soupconnent qu’au 
dela des théorémes de Fermat et de Wilson existe toute une 
science, — j’entends une science cohérente, se développant avec 
autant de continuité et d’harmonie que les plus belles et les plus 
classiques théories de |’Analyse » 

Aussi cette science n’est-elle abordée qu’a de rares intervalles 
dans les travaux de nos chercheurs, si attirés aujourd’hui par 
V’Analyse, la Géométrie, la Mécanique. Je ne parle pas, bien en— 
tendu, de travaux ot sont simplement collectionnés des faits sans 
relation entre eux et sans portée, formant aussi peu une science — 
pour reprendre un mot de M. Poincaré — qu’un tas de pierres n'est 
une maison, précisément parce qu'ils ne tiennent compte que des 
anciens points de vue dont V'intérét est aujourd’hui épuisé et 
ignorent les aspects modernes de la question. 

Cette ignorance a eu jusqu’ici une excuse : elle avait 4 la fois 
pour conséquence et pour cause l’absence de tout Traite et de tout 


enseignement frangais sur ces matiéres. 
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Nous; pouvons compter que celte excuse va disparaitre et que 
cette lacune sera comblée. 

L’Université de Paris’a tout d’abord ressenti la nécessité d’agir 
dans ce sens ('). Sous ses auspices, la Théorie des nombres est, dés 
maintenant, enseignée par un des mathématiciens qui, dans [notre 
pays,*ont le plus activement travaillé 4 ses progrés. La compé— 
tence reconnue avec laquelle cet enseignement est professé ne per- 
met pas de douter qu'il ne porte ses fruits. 

M. Lévy a voulu coopérer au méme but. 

Grace a lui, on pourra bientot, je l’espére, lire en frangais l’expo- 
sition la plus magistrale qui ait été tracée jusqu’ici de la Théorie 
des corps algébriques dans son état actuel, je veux parler de l’ar— 
ticle inséré par M. Hilbert au Jahreslecricht der deutschen Ma- 
thematiker-Vereinigung en 1895. Mais ilaaussi pensé que l’ceuvre si 
approfondie et si condensée du maitre de Géttingue ne pouvait étre 
abordée sans préparation et c’est a ce besoin quil a répondu en 
offrant au public francais la traduction de l’ouvrage plus BEEN 
et plus élémentaire de M. Sommer. 

Ce n’est pas, d’ailleurs, que celui-ci ne conduise déja fort avant 
et fort loin. Non seulement par l’exemple simple du corps qua- 
dratique, complété par celui du corps cubique, l’auteur tient et 
réussit 4 munir le lecteur de toutes les notions fondamentales et A 
lui faire constater toutes les circonstances importantes qui se pré- 
sentent dans le cas général. Mais méme, avec l'étude du corps rela- 
tivement quadratique, par laquelle se termine le volume, et avec le 
curieux ensemble d’analogies et de différences qu’il manifeste 
lorsqu’on le compare aux corps considérés dans le domaine naturel, 
on sort nettement de la partie proprement élémentaire et classique 
de la théorie. C’est, en un mot, avec peu d’efforts, une vue fort 
complete de celle-ci qu’on acquiert en suivant M. Sommer. 

Ces qualités me paraissent avoir fort justement désigné son ou- 


(1) Cette nécessité avait déja été comprise par plusieurs de nos Maitres, et 
tout particuliérement par celui dont la perte vient de nous éprouver tous 
cruellement, 
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vrage 4 l’attentioa de M. Lévy pour la publication qu’il nous pré- 
sente aujourd’hui et dont j/ai essayé, dans ce qui précéde, de faire 
comprendre l’importance scientifique. 

Je ne doute donc pas, pour ma part, que ceux qui, dans notre 
pays tiennent a suivre les progrés des mathématiques, ne saisissent 
Yoccasion qui leur est offerte de s’initier, par l'étude des cas les 
plus simples, 4 une doctrine profonde et difficile, et que, par con- 


séquent, l’ouvrage actuel ne rencontre tout le succes que je lu 
souhaite. 


J. Hapamarn. 
1° Novembre 1910. 
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PREFACE DE L’AUTEUR 


Depuis que Gauss a élargi le champ de |’arithmétique en y in- 
troduisant les nombres de la forme a + b /— 1 il s’est formé une 
théorie splendide de nombres algébriques. Les noms de Kummer, 
de Dirichlet (‘), Dedekind et Kronecker et ceux de quelques mathé- 
maticiens célébres de notre époque se rattachent 4 l'histoire de son 
développement. Cette théorie a souvent modifié son aspect exté— 
rieur et nous possédons des ouvrages d’ensemble signés de noms 
trés autorisés, Dedekind, Hilbert (?), Kronecker (*) et Hensel ainsi 
que celui qui a été publié récemment par M. Bachmann (*), qui, 
exposent les résultats sous différents points de vue. 

Tous ces livres comprennent le cas le plus général de la théorie 
et sont difficiles 4 lire pour un débutant. Aussi j'ai pensé qu’il se- 
rait utile d’en faire une exposition qui permit de faire connaitre de 
la facon la plus élémentaire possible, les problémes et les résultats 
de celte théorie. 


(‘) P.-G. Leseune-Diricuter et Depexinp, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, . 
he édit Braunschweig, 1894. Suppl. XI. 

(?) D. Hiveert. Die Theorie der algebraischen Zahlkérper. Bericht, erstattet der 
deutschen Mathematiker-Vereiniqung. Jahresbericht der deutschen Math,-Vereini- 
gung, t. LV, Berlin, 1894. 

Cet ouvrage sera cité dans cel ouyrage sous le nom de Zahlber, ou Bericht. 

(*) L. Kronecnen, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, édité par k Hensel, Berlin 
1901. 

(*) P. Bacumann, Zahlentheorie, t. V; Allgemeine Arithmetik der Zahlkérper, 
Leipzig, 1905. 

Il faudrait citer ici aussi plusieurs chapitres de H. Mrxxoswxi, Geometrie der 
Zahlen, Leipzig, 1896-1910, 
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J’ai pensé atteindre ce but en traitant particuliérement le cas des 
corps les plus simples, le corps quadratique et le corps cubique. 

La lecture de ce livre ne nécessite que peu de connaissances 
tirées de l’algébre. J’ai taché d’atteindre toujours mon but par les 
méthodes les plus simples, et je me suis rapproché des travaux sur 
cette théorie qui m’ont paru les plus clairs et que l’on trouve dans 
les ceuvres de MM. Hurwitz, Hilbert et Minkowski. J’ai utilisé 
aussi le cours fait pendant l’hiver 1897-1898 dans lequel M. Hilbert 
nous a exposé entre autres choses : l’étude du corps quadratique 
et ses applications au « dernier théoréme de Fermat ». J’ai tou- 
jours pris pour modéle son exposition claire et irréprochable. 

M. le Dr. A. Timpe a Danzig et M. le Privatdozent Dr. R. 
Fueter 4 Marbourg m’ont prété leur concours pour la correction 
des épreuves. Grace aux précieux conseils de ce dernier, j'ai pu 
améliorer bien des détails de certaines démonstrations. Je leur 
exprime ma reconnaissance. Mais je dois beaucoup a M. le con- 
seiller intime Hilbert qui m’a encouragé dans mon travail, ses con- 
versations m’ont été d’un secours précieux. Il a de plus mis 4 ma 
disposition avec une attention amicale le manuscrit d’un cours fait 
par lui antérieurement et qui m’a servi pour un point essentiel 
(f°°rD)- 

Langfuhr, décembre 1906. 
J. Sommer. 


Nore pu Trapucteur 


J’ai employé les expressions de forme ambige, idéal ambige — 
au lieu de forme ambigué, idéal ambigu. — Le mot ambigu a dans 
la langue francaise un sens qu’on ne saurait lui retrouver ici. 


A. Livy. 


INTRODUCTION A LA THEORIE 
DES NOMBRES ALGEBRIQUES 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION 


Nous allons exposer tout d’abord la théorie du corps quadra— 
tque, dans le but d’étendre les théorémes acquis pour les nombres 
naturels 4 des nombres ayant plus de généralité. 

Cette généralisation n'est pas seulement intéressante en elle— 
méme, mais elle nous permettra de déduire simplement des faits de 
la théorie des nombres « rationnels » comme conséquences de la 
théorie générale, alors que ces faits seraient trés difficiles & établir 
avec nos ressources actuelles. 

Nous commencerons par rappeler d’une maniére un peu concise 
les théoremes les plus importants de la théorie élémentaire que 
nous devrons retrouver dans la théorie générale ('). 


(*) Pour toute étude parliculiére auteur renvoie aux excellents ouvrages : 


P.-G. Leseuns-Diricuter. — Vorles. uber Zahlentheorie, Herausgeg. von Dedekind 
4. Aufl. 1894. 

Pa. Tscussyscusrr. — Théorie des Congruences, éd. allem, de Schapira. Berlin 
1889. 

P. Bacamann, — Théorie des Nombres, t, I. Eléments, Leipzig 1872. 

P. Bacumann. — Niedere Zahlentheorie, 1° partie, 1902. 

H.-S. Sr-Smira. — Collected mathematical papers, vol. {. Report on the the- 


ory of nombers, 6 parts, p. 38-364, 1894, Oxford 1894. Les six parties du 
rapport ont paru d'abord de 1859 4 1865 dans les Reports of the British Asso- 
ciation, ceuvres originales de Lagrange, Gauss, Legendre, Dirichlet. 

C.-F. Gauss. — Disquisitiones arishmeticae Leipz. 1801. OEuvres complétes t. I, 
et trad. francaise, Paris, Hermann, 1910. 

A.-M. Lzasnpre. — Théorie des Nombres, 4e éd. Paris, 1900, 2 volumes. 


Sommer, — Théorie des nombres. I 


2 THEORIE DES NOMBRES 


4. Divisibilité des entiers rationnels. — Nous désignerons 
les nombres entiers positifs et négatifs par les lettres francaises a, 
b,c... en particulier les nombres quelconques par a, 6, c ... les 
nombres premiers par p, q. 

Un nombre est premier lorsqu’A part lui-méme il n’admet 
d’autres diviseurs que + 1. a etb sont premiers entre eux lorsqu’il 
n’y a pas de nombre premier p, q qui les divise tous les deux. 

Le théoréme fondamental de la théorie des nombres rationnels 
dit que tout nombre entier ne peut étre décomposé essentiellement 
que d’une seule maniére en facteurs premiers. Nous ajoutons le 
mot « essentiel » pour dire que nous ne distinguerons point les 
facteurs positifs et négatifs. 

La démonstration de ce théoréme s’appuie sur la méthode suivie 
par Euclide pour trouver le plus grand commun diviseur de deux 
nombres. Rappelons-la : soient a et b deux nombres (supposons-les. 
positifs pour plus de simplicité). Si a > b on peut poser 


a= OG he O <a, aun) 
sil) > I on divise b par r, et ona 
b= Gr, 1, OT a ei 
et ainsi de suite, on obtient un nombre fini d’opérations 


° e . ° ° . 


Pr_—2 = nln—-, + Tn 


et on aura rn = 1 OU fa == O apres n + 1 opérations, d’ailleurs 
n+1<b. 

Si rn = 1, a et b sont premiers entre eux. 

Sin = 0 rp, est le plus grand commun diviseur de a et de b. 
et tout diviseur commun 4a a et a b divise rn. 

On en déduit que 

Lemme. Si 6 divise le produit aa,, et s'il est premier avec a il 
divise a,. 


rr 


(*) Note du traducteur. — Cette démonstration étant enseignée dans toutes 
les écoles francaises, je me suis permis d’abréger ici un peu le texte de 
M. Sommer. 
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En effet si a et b sont premiers entre eux, leur plus grand 
commun diviseur est 1, celui de aa, et ba, est a, or 6 divisant ad, 
et ba, divise a,. . 

Réciproquement si le nombre premier p est premier avec a et 
avec a, il ne peut diviser aa,. 

On arrive alors au résultat suivant : 

Théoréme fondamental. — Un nombre entier positif a ne peut 
étre décomposé que d’une seule maniére en un produit de facteurs 
premiers positifs. 

Démonstration : Admettons que l’on ait a la fois 


@ = Py - Pr + Py oP, 


OU P,P. -.. Py ainsi que q, ... g, désignent les nombres premiers 
distincts entre eux ou non, a, c’est-a-dire le produit p,p2 ... py est 
divisible par g,, ce qui serait impossible si tous les p étaient diffé— 
rents de qu» Nous pouvons donc admettre que p, = qu et nous 
verrons de méme que py_, = Y,—1, etc. Enfin y= wet p, = 4% 
Dear 

D’ailleurs le théoréme fondamental est vrai d’une fagon géné- 
rale pour des nombres et des facteurs positifs ou négatifs, lorsque 
deux de ces décompositions sont considérées comme essentielle- 
ment égales quand les facteurs ne différent que par le signe. 


2. La fonction 9 (m). — Probleme. Soit m un entier positif, 
trouver le nombre des entiers de la suite 1, 2 ... m — 1 premiers 
avec m. 

Solution : Soit g(m) (') le nombre cherché. Si m ne contient 


qu'un diviseur premier p m = p 


(1) ¢()=p—1=p(1— 5). 


(1) Symbole di & Gauss pour désigner ce nombre déja trouvé par Kuler. 
Disquisitiones arithmeticae, sect. I, art. 38. 
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Soit m — p* les seuls nombres inférieurs 4 m et non premiers 
avee lui sont 
k—4 
P» 2p» 3p, -.- (p*~' — 1) P 


donc 


sete Ney 0? Kee In - 
Soit m = p' p>... p.” et supposons connu 9 (m), voyon 


si nous saurons déterminer © (m,) 
mat at oo 
D’aprés notre hypothése il y a 
(3) W (m,) = prt! ¢ (m) 


nombres inférieurs 4 mm, et premiers avec m, car dans chaque in- 


tervalle 1 Am, mAa2m, ... et ainsi de suite jusqu’a (pits — ) m 


a ptm il y a 9 (m) nombres répondant a la question. Mais par- 
mi ces nombres il y a encore ceux qui contiennent une ou plusieurs 
fois le facteur p,4, et qui sont premiers avec m, c’est-a-dire qui ne 
contiennent aucun des facteurs p, pz... Pn. Dans la suite 


m 
TPn+11 2Pntiy +: rice X Pn+s 
n+4 


my ; ; 
= qul sont premiers avec m, 


n+4 


on obtient une expression analogue & (3) 


il faut prendre les facteurs 1p ... 


Pas © (m) 
} ail kn — 
 (m,) = p,""\* ¢ (m) — re @ (m) =e (m) pp” ay (1 cae i: 


Nous avons maintenant une formule de récurrence qui donne 


(4) 0 as (: rH ¢ ite iy tie (: eal 


v2 es ROR 5 
’ 9 (4) = + (m,) ¢ om) 


| Shsems be pois y (3) <= 5 A sme wane: 
Vibe int, — Sth 1 ts winttene qubitomyie 3S Op veMaapatn 


| PULA YELL Yt 1 bn Aiviaemns te a om 27, oI) Ma. 
— Dbmustr tin : on 
me tom F 
hes Goviserns be 4 om 3, p, P --- 
SW 1) + ++ 1M = 


ton on ybrbral 
ws mf 2, Pe a Bi fz v- be 


hes Giviseurs be mn ont en semen Ons protest 
(s+p+#)( ‘ + fet + #2) ve (s + Jer +fe) 
syppuaysns Se tbsninne yitifstss, ¢ Caeyst, GA, BOW BBLS 


[orn A #))| [H-eer~-4()| ~ 
a Fels) - del%) 708 Yxl%.) 


a 6 file -+- By = Whe 
(2 thorns yout wn the jnyotast Sores on ven dmontee 
V existence be 30a pruatove, 

2. Les congruences. — Genes °) capone Ja non 4 = 0 
(snc. wi) on quote 4 == 0 (i) your indigpe: que a of Gsviwibhe 


pt a. On ih que 2 ot congra 2 0 wiiwant le motade m. Vise que 
a—b = 0 (mn) on ques ab (m), om dive a ot congra 4b eii- 


EL LLL LL 
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vant le module m, c’est exprimer que la différence a — b est divi— 
sible par m. 

Dz cette définition résultent : 

I. Sia =b (m), a=c (m), on a aussi b = c (m). 

Il. Si a=b(m), c=d(m),a+c=b +d (m), et aussi 
ac == bd(m). 

IIL. Si n est un entier rationnel premier avec m,a=b(m), donne 
an = bn (m). 


Et aussi de 


an = bn (m) 


a=b(m) lorsque nZo(m). 


La représentation symbolique des congruences d’aprés Gauss, 
est trés commode et trés fertile, elle a pris le droit de cité. 
Cette facon d’écrire 


a = b (m) 


montre bien que la divisibilité d’un nombre par un autre dans cer- 
taines questions entre seule en jeu et que la valeur du quotient n’a 
pas d’importance. 

On a réparti tous les nombres ou classes suivant le module m, 
deux nombres a et b étant considérés comme équivalents, suivant 
le module m, s’ils sont congrus suivant le module m, c’est-a-dire 
si divisés par m, ils donnent le méme reste. 

Les nombres se répartissent en m classes, suivant le module m, 
éout nombre étant congru 4 un nombre de la suite 


0,1,2...m—tT1 


et 4 un seul ; tandis que deux nombres de cette suite ne peuvent 


x , } 3 : : 
etre congrus entre eux. Si m est impair, les m entiers compris 


m— iI m-— I ‘ . 
entre — —z eb + proge Tet dans le cas ou m est pair, les 


. z mv m 
entiers compris entre — > + tet | forment le systéme des restes 


les plus petits en valeur absolue suivant le module m, ou encore 
la série des restes absolus. 
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4. Le théoréme de Fermat, Théorime ('). — Soit p un nombre 


premier rationnel, a un nombre entier qui n’est pas divisible par p, 
ona: 


a?—* — 1 = O(p) 
Démonstration : Considérons la suite de Pp — 1 nombres 
a, 2a, 3a... (p—I)a 


deux nombres de cetle suite ka et ha ne peuvent étre congrus 4 a, 
car p ne peut diviser (k —h) a, il est premier avec a, et comme 
k=p—t1,h<p—t, pne peut diviser k — h, les restes des 
nombres de cette suite par p, sont donc dans un certain ordre, 
I, 2, ... p—1. Sion désigne ces restes par rr ... Py-1, ON A 


(2) Mes Ries (Pe Wee Fe Paces Uy -aiy, (P) 


et par suite 


1.2... (p— 1) a?-*=1.2... (p — 1) (p) 
c’est-a-dire 
a?! = 1 (p). 
On a quel que soit a 
a? = a(p) 


Kuler a montré que l’on a de plus 
at =3 y(n) 


si a est premier avec m. La démonstration est en tout point sem— 
blable 4 la précédente. 
Nous ferons de ce théoréme, les applications suivantes : 
Probléme. — Soit ax = b(m), o1 a0, b, m Zo sont don- 
nés, cherchons les valeurs de x qui satisfont 4 cette congruence. 


(*) C’est & ce théoréme que l’on donne le nom de théoréme de Fermat. lla 
été démontré par Euler et par Lagrange. Fermat a énoncé sans démonstration 
le théoréme que nous indiquons plus loin relatif 4 a* = x (p), dans une lettre 
a Frénicle du 18 octobre 1640. Voir ceuvres de Fermat publ. par P, Tannery 
et Ch, Henry, tome II, Paris 1894, p. 209. 
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Solution 1. Supposons d’abord a et m premier entre eux, alors 


a’) _ +, Multipliant les deux nombres de la congruence 


ax==b(m) par a' 


il vient 


on a donc une solution. 
Soient a1, 22 deux solutions distinctes 


ax, == b (m) 
CM By ee b (m) 
nous donnent x1 — x, = 0 (mm), la solution générale est donc 


eb. aM 4 ms. 


2. a et m ne sont pas premiers entre eux. Soit / leur plus grand 


commun diviseur, alors 
ax == b (m) 
que l’on peut écrire sous la forme 


ax — my = b 


nous montre qu’il y a une condition de possibilité, il faut que ¢ 
divise b. Si elle est remplie en divisant par ¢, on raméne A la forme 


Qyx == by (m) 


ou a est premier avec m. 
Si on désigne par x, la valeur 


== ba, 3"? 
les solutions sont données par 
x, + ms 


nous considérerons le systéme des valeurs incongrues, suivant ou 


Hy, 0, + mM #, + am... a, + (t—1)m 
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qui nous donnent les ¢ racines incongrues suivant m de la con- 
gruence. On peut exprimer ce qui précéde sous la forme : 
Théoréme. — L’équation indéterminée 


ax — my = b 


4 coefficients entiers rationnels a, b, mn’a des solutions que si le 
plus grand commun diviseur ¢ de a et de m divise b. 

Les solutions c’est-a-dire les valeurs numériques de x et y en 
nombre infini peuvent étre représentées par ¢ valeurs incongrues 
suivant le module m. 

D’aprés cela si / est le plus grand diviseur de a et de b, on peut 
toujours trouver deux entiers x et y tels que ax + by = 1. Ce 
théoreme va nous permettre une seconde application du théoréme 
de Fermat. 

Théoréme. — Soit p un nombre premier positif et rationnel et 
a un entier qui n’est pas divisible par p, le plus petit exposant e 
pour lequel 


a’ = 1 (p) 


est un diviseur de p — 1. 
Tlest tout d’abordévidentquee > 1, sauf le casa—1 oua=1 (p). 
D’abord toutes les puissances a', a?, a’ ... a°—' sont incongrues (p), 


car siou avait a®! = a® module p, e. << e, < e, il en résulterait 


aia ees | == 0 (p) 
c’est-a-dire 
att = 0(p). 


ce qui est contraire 4 l’hypothése. 

Supposons que e ne divise pas p — 1 on pourrait trouver deux 
entiers x et y tels que ex + (p—1)y= ee’ étant le plus grand 
commun diviseur de eet de p —1. De a* =1,a?"' =1 (p) il résulte 
que aa(y—1)¥ = 1 c’est-a-dire a’ = 1 (p) e’ étant < e. Il faut 
donc que e divise p — 1. 

On dit alors que a appartient a |’exposant e. 

Les nombres w qui appartiennent 4 |’exposant p — 1 ont une 
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signification particuliére. Euler les nomme racines primitives sui— 
vant p. Les puissances successives 


ww? w ... wet 


donnent pour rester par p dans un certain ordre les nombres 


123... (p— 1). 

Gauss (') a démontré par un raisonnement célébre l’existence de 
ces racines, — nous le donnerons au sujet des nombres quadra- 
tiques. Voici d’ailleurs l’énoncé du théoréme. 

Théoréme. — Il y a g (e) nombres incongrus suivant le module 
p appartenant a l'exposante, e étant un diviseur de p — 1, en particu- 
lier il y a toujours 9 (p — 1) nombres ‘appartenant a V’exposant 
(p — 1). 

Exemple : p = z e divise p — 1 = 6. 

bee (1) <1) Vr nombreva = 1 
aso (2)== 1 fF nombres a=—6 
32 O13): == 2 nombres a == 2, 4 
A300) » == 35 D 


Congruences entieres de degré supérieur. 
On appelle ainsi des congruences de la forme 


Ayx” + a,x” 1 + ... dy =0 (a) 


ou x désigne une inconnue, et ol a, ... a, sont des coefficients ra- 
tionnels entiers. Si a) + 0 (a) une telle congruence est dite de degré 
n, x, est dit une racine de cette congruence si x rend le premier 
membre divisible par a. 

Théoréme. — Si f(a) = a,x» + ae"! + a, = 0 (p) a une ra- 
cine p étant un nombre premier il existe toujours une racine 2, telle 
que f(x) =o (p) mais que f(x) + 0 (p?) — car si x = a satisfait 
4 f(a) = o (p) on peut déterminer / entier de telle sorte que 
x, == a + lp satisfasse a la condition de 1l’énoncé. 

De méme qu’on démontre en algébre qu’une équation de degré 
n f (x) = 0, an racines on démontre que : 


ee ee 


5 


(') Disau. arithm. WIL 52 a4 
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Théoréme. — Une congruence de degré n suivant un module 
premier p 


f(x) =a, x” + a, a?" + ... + a, =0 (p) 


a au plus n racines distinctes suivant le module p. 

Ona f(x) = («x — a) f,a+ f(a) sia est racine de la con— 
gruence f(%) =o mod. p et toute racine de /, (x) = 0 est une ra— 
cine de f(a) = 0 f(x) ne peut donc avoir en plus des racines de la 
seconde que la racine « = & c’est-a-dire une racine de plus que la 
seconde. Or la congruence du premier degrén’a qu'une racine, celle 
du second en a au plus deux, celle du troisiéme au plus 3, etc. 

Ceci ne veut pas dire que la congruence a n racines, elle peut 
en avoir moins, ou ne pas en avoir du tout. Il faudra examiner 
chaque congruence en particulier pour savoir si elle admet des ra— 
cines. La plus simple est n = 2. Une congruence du second degré 
suivant un module premier p peut toujours étre ramenée a la forme 


x? — m=o0(p). 


Lorsque cette congruence admet la racine w, elle admet aussi 
la racine —w. Si m est premier avec p on dit alors que mest reste 
quadratique de p, dans le cas ot la congruence n’a pas de racines 
on dit que m est non-reste. Legendre introduit le symbole sui- 


vant p > 2. 


A = + 1 quand m reste quadratique de p 


(") —= — 1 quand m est non-resté quadratique de p. 


Ce symbole avec les conditions énoncées plus haut est donc 
toujours égal 4 + 1 ou 4 — 1. Nous apprendrons ale calculer plus 
loin au n° 26. 

Ce qui précéde nous permet cependant d’établir quelques pro— 
priétés du symbole. Désignons par w une racine primitive du 
nombre premier impair p, alors par une certaine valeur de l’expo- 
sant M ona 

m == w™ (p) 

La congruence 

az? — wY =0 (p) 
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n’admet de solution que si M est un nombre pair, la condition 
est suffisante. D’ou un théoréme dt a Euler: 

Théoréme. — m est reste quadratique de p ou non-reste suivant 
que 


psa Bean 
om? fe Sa (ph wil, ee 1) 1p 


ou encore on a toujours 


Cp) mF 


Soient m et m,, deux nombres entiers quelconques, dont au- 
cun n’est divisible par p et si l’on pose 


Hi, =a (DP) Tig ee tO 
min, = wits (p) 


(=) =e ea (p) 


Ce) =F) 


Cette derniére égalité nous donne la régle de la multiplication 


ou 


qui permet de ramener le calcul de ce symbole : au cas ou g et p 


sont premiers. En particulier si m est négatif 


(en) auras ie 

Je m’arréterai 14 dans |’énumération des faits de Ja théorie élé— 
mentairedes nombres rationnels je veux passer aux recherches re- 
latives aux nombres algébriques, j’aurais alors l'occasion de revenir 
sur les questions que je viens d’indiquer. 

La théorie des nombres algébriques est une branche relativement 
nouvelle de la théorie des nombres. C’est Gauss qui en a été V’ini- 
tiateur. Euler puis Legendre et Gauss avaient vu indépendamment 
l'un de l’autre la réciprocité des solutions de 


wt —q==o(p) et 2?—p=0(q) 
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p. q- etant premiers. Cette réciprocité merveilleuse s’exprime 


par le symbole 
Gai 


Gauss parvint a démontrer le premier d’une maniére irrépro- 
chable cette loi de réciprocité, ilen a donné six démonstrations 
fondées sur des principes tout a fait différents. Mais lorsque Gauss (') 
voulut étendre ce théoreme fondamental & des congruences de 
degrés supérieure, et qu’en particulier il étudia 2+ — q = 0 (p) 
il trouva bien toute une suite de théorémes particuliers, mais le 
théoréme général de réciprocité « biquadratique » lui échappa 
tant qu'il se maintint dans le domaine des nombres réels ration- 
nels, et les démonstrations suffisantes pour des cas particuliers ne 
valaient plus pour la généralité des nombres rationnels. Les diffi- 
cultés (*) disparurent lorsque Gauss inventa « une extension ori- 
ginale du domaine de l'arithmétique supérieur » et lorsqu’il donna 
aux nombres complexes a +b \/—1 « exactement les mémes 
droits de cité » qu’aux entiers rationnels (’*). 

Ce fait a porté ses: fruits. Gauss avec l’heureuse intuition du 
génie a ouvert de nouveaux et riches domaines 4 la science. 

Bientdt on vit que le théoréme de réciprocité cubique s’expose 


Heb Yas 


le plus facilement en partant des nombres a + b et on 


obtint des résultats analogues pour les théorémes de réciprocité 
plus élevés. La solubilité de «” + y” = 2” exigeait d’elle-méme la 
considération de nombres complexes, formées de racines n®’™’s de 
Vunité, et aussi dans le domaine des fonctions elliptiques, la mul- 
tiplication complexe montra la nécessité d’introduire des nombres 
de la forme a + b Vm. 

Ce qui fait la valeur principale de l’étude des corps dans la 
théorie des nombres, consiste en ce qu'elle l’a enrichie de méthodes 
bien plus générales. On s’en rendra probablement compte dans cer 


(Cs Ee Gauss — Théoria residuorum biquadraticorum, Ges. W. t. If p. 67 
und Besprech p. 169. 

(2) C. F. Gauss, — Werke, t. ff, p. 95 et 169. 

(°) G. Fy Gauss. — Werke, t. Tepe yt. 
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tains chapitres de ce livre. De plus en plus 4 la suite des décou— 
vertes (provoquées par Gauss) faites par des arithméticiens du 
siécle dernier, la théorie des nombres supporte la comparaison avec 
V'analyse générale en ce qui concerne I’étendue et la richesse des 
méthodes. De sorte qu’elle ne sera bientét plus la propriété exclu- 
sive de quelques rares esprits privilégiés. 
L’arithmétique des nombres complexes 
joa Mae 


a+bV—1 a+ ‘ 


n’exige pas de nouveaux principes par rapport a la théorie élémen- 
taire des nombres réels. On peut l’exposer comme une généralisation 
de la premiére, elle a été représentée de bien des maniéres ('). Pour 
ne pas importuner par des répétitions, nous énoncerons ici comme 
entrée en matiére les principaux résultats. Les démonstrations sont 
contenues dans la suite. 

Un nombre complexe a + 6 Y— 1 est un « entier » lorsque a 
et b sont des entiers rationnels. La somme, la différence, le produit 
de deux entiers complexes est encore un nombre complexe entier. 
De plus, soient « ( y trois nombres complexes et soita—= 6. y, 
on dit que « est divisible par 6 et par 7, ou encore ( est contenu 
dans «. Il y a outre + 1 les nombres entiers + Y— 1 qui divisent 
1 et les quatre nombres + 1 + ¥— 1 sont dits les unités du corps. 

Comme on peut démontrer (voir p. 27) que l’algorithme d’Eu— 
clide s’'applique 4 deux nombres quelconques @ et § on peut géné- 
raliser la notion de nombre premier, et on a le théoréme : Tout 
nombre complexe ne peut étre décomposé d’une maniere essentielle 
en facteurs premiers, si |’on ne tient pas compte des facteurs unités. 

Tout nombre complexe premier divise un nombre premier réel, 


a= (1+ ¥— 1) (a— ¥—1) 


de plus tout nombre premier p = 1 (4) se décompose en deux 
nombres premiers distincts 


aie vw e+yV¥—7 


(*) G.-F, Gauss. — Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen, suppl. XI, p. 435. 
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par contre tout nombre entier premier p = 3 (4) est aussi premier 
dans le domaine des nombres complexes. 

Tout nombre entier complexe a + b meee peut étre pris pour 
module d'une congruence linéaire, quadratique ou autre, l'étude de 
ces congruences se généralise facilement dans le nouveau domaine. 

A tout nombre a + bV—1 =a correspond un systéme de 
o.2 + b? nombres tel que deux d’entre eux soient incongrus suivant 
le module a, tandis que tout nombre réel ou complexe est congru 
a l'un des nombres du systéme suivant le module «. 

Le théoréme de Fermat pour les nombres complexes s’énonce : 
Soitm=a+y V— 1 un nombre premier complexe et « un entier 
qui n’est pas divisible par 7 on a toujours 


Qu te ay (G3) 


et on rattache 4 ce théoréme la notion de racine primitive ainsi 
que l'étude des congruences quadratiques et de Ja loi de récipro- 
cité, 


CHAPITRE I 
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5, Définitions. — Le mot corps de nombre, ou domaine de 
nombres ou domaine est emprunté & la nomenclature de la théorie 
générale des nombres, ou plutot de l’algebre. Hla été introduit dans 
la science par Dedekind et par Kronecker. I] représente un systém2 
infini de grandeurs, permettant sans réserve les opérations fonda- 
mentales : addition, soustraction, multiplication, division. Le 
résultat de toutes ces opérations sauf la division par o faites sur des 
grandeurs quelconques du systtme donne encore ane grandeur du 
systeme. 

On dit par exemple, que l'ensemble des nombres rationnels 
forme un corps ou qu'il appartient 4 un domaine. Soient ab ... x des 
nombres rationnels, on a I’habitude de dire que |’équation 


jie 2: () SO ou aS op = 1p 


est toujours résoluble dans le domaine des nombres rationnels, A 
moins que dans le premier exemple on ait a = o. 
Par contre toute équation quadratique 


0 0) ou ax? + br +c=o 


dont les coefficients appartiennent au domaine des nombres ra— 
tionnels n’est pas toujours résoluble dans le domaine précédent. 
Ces équations deviennent solubles si l’on adjoint au corps des 
nombres rationnels une expression de la forme Vm ou m est un 
nombre entier rationnel. 

On étend la notion de nombre, en appelant nombre toute 


LE CORPS QUADRATIQUE M9) 


expression de la forme u + vm, u,v désignant des nombres ra— 
tionnels. Pour les distinguer des nombres naturels nous dirons 
que les nombres u + vVm sont des nombres algébriques. Tout 
nombre de cette forme satisfait 4 une équation du second degré 
ax” + bx + c= o a coefficients entiers, c’est pourquoi les expres- 
sions de la forme u + v Vm sont dits des nombres quadratiques. 

Soit m un nombre rationnel quelconque et soit Vm la racine 
positive de 2* — m = 0, adjoignons cette grandeur Vm au domaine 
des entiers et effectuons les quatre opérations élémentaires dans ce 
nouveau domaine de toutes les facons possibles. Nous obtiendrons 
toutes les fonctions rationnelles de Vm. Mais comme 


(Vm)? == MM (/m)3 =mymetc. 


toutes les expressions obtenues seront de la forme 


a, +b, Vm 
ou plus simplement de la forme 


a+bi/m 
c 


ou a,b,c,a, b, sont des nombres entiers rationnels ou 0, le cas ou 
a, et b, seuls ou bien ou ¢ seul égalent o étant excepte. 

Dans le sens que nous avons dit plus haut, ces fonctions ration- 
nelles forment un. domaine de rationnalité (') ou un corps de 
nombres (2), ou plus briévement un corps (Dedekind), car la somme, 
la différence, le produit, le quotient de deux pareilles fonctions est 
encore de la méme forme. 

Nous désignerons le corps particulier que nous venons de défi- 
nir par corps quadratique. 11 est parfaitement déterminé par le 
nombre \/m, c’est pourquoi nous écrircns k (\/m). 


(!) L. Kronecker. — Grundziige einer arithmet, Theorie der algebr. Gréssen 
1882. W. Bd. II, p. 148. 

(2) Dinicutet. — Vorlesungen, 4, Aufl. Suppl. XI, p. 452. Pour les démons- 
trations, comparer Hilbert Zahlb, chap. I, Mf et XVI. 


Soumenr. — Théorie des nombres. 2 
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Lorsqu’il n'y aura pas de confusion 4 craindre, on écrira « le 
corps k». 

Il est évident que le corps des nombres rationnels est un corps 
quadratique particulier, et que tout corps k (\/m) contient enti¢re- 
ment le corps des nombres rationnels. On dit qu’on obtient le 
corps km en adjoignant au corps des nombres rationnels la gran- 
deur Vm. 

Tout d’abord les deux propositions suivantes sont évidentes. 

1. Le canes k (— Vm) est identique au corps (fm). 

2. Sid est une racine de |’équation 


aga? + 20,2 + a; =O et m= a; — a2 


le corps k (O) est identique au corps A{/miet les deux racines Or, 
d, définissent le méme corps. 

Qu’est ce qui correspond a la notion de nombre entier rationnel, 
et de nombre fractionnaire rationnel dans le corps quadratique. Il 
sera bon de généraliser la notion « de nombre enter » de telle 
sorte que la notion généralisée conserve son sens dans le cas parti- 
culier des nombres rationnels, c’est-a-dire que tout nombre entier 
du corps quadratique qui est rationnel soit un entier rationnel. II 
faudra avant tout exiger pour la notion de nombre « entier » que 
les nombres entiers du corps quadratique soient invariants pour 
les mémes opérations que dans Je domaine des nombres rationnels ; 
cest-a-dire que des nombres entiers soumis A ces opérations 
donnent encore des nombres entiers. 

lia somme, la différence, le produit de deux entiers est un entier 
et l’on désire qu’il en soit de méme dans le corps quadratique. De 
plus chaque nombre doit apparaitre sous sa forme la plus simple 
et n’avoir qu'une représentation unique, c’est-a-dire que si on le 
prend sous la forme 

a+ by/m 
oe 

le numérateur et le dénominateur ne doivent avoir aucun facteur 
commun. 

La définition suivante répond aux conditions indiquées : 

Définition. — Un nombre d’un corps quadratique est dit entier 
lorsqu’il satisfait 4 une équation du second degré de la forme 


x -+ ae + a,—o 
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ou le coefficient de x? est 1 et les coefficients a et a: sont des 
entiers rationnels. 

De cette définition nous déduirons immédiatement le : 

Théoréme. — Tout entier d'un corps quadratique qui est ration- 
nel est un nombre entier rationnel. 

Démonstration : Soit a un entier du corps satisfaisant a 


BP aie te dae 0, 


Soit ~ un nombre rationnel on peut le mettre sous la forme 
4= 5 ou aet 6 sont des entiers premiers entre eux. On aurait 
donc 
5, 1 Gy a + a=—o0 


a’ , 
i aime (a,a + a,b). 


1 JQP 
Comme le nombre du second membre est entier b doit étre en- 


tier, c’est-a-dire 6 = 1 et g = a un nombre entier rationnel. 

Notalion. — Nous désignerons dorénavant les nombres (entiers) 
quadratiques par les petites lettres del’alphabet grec afiy...0 ... © 
et leurs valeurs absolues suivant la coutume par | & |, etc. 


6. Le corps k(/m). Les entiers et les bases des corps. — Les 
recherches seront plus simples et plus claires si nous admettons 
que le nombre m est un entier rationnel sans facteur carré. 

Nous ferons d’autant plus volontiers cette hypothése, que le cas 
général pour m quelconque se raméne a ce cas particulier. 

Tous les nombres du corps k (\/m) sont de la forme 


a-+ bym 
( 


. 


Si m est positif le corps ne contient que les nombres réels, il 
est dit un corps réel. Si m est négatif tous les nombres de la forme 
u + vm, v << 0 sont imaginaires ou complexes et k (Vm) est dit 


un corps imaginaire. 
A chaque nombre 
a+ bVm 
I 


C 
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correspond le nombre conjugué 


c 


at bm 


» et ¢ sont les racines d’une méme opération du second degré a 
coefficients entiers rationnels. ~ résulte de ~ lorsqu’on y remplace 
+ Vin pat —\/m. Le nombre conjugué de @ sera toujours repré- 
senté par @. Sia est un entier des corps, @' l’est aussi et récipro- 
quement. 

Il est évident que a + bVm est un entier. 

D’une facon générale on peut mettre tout entier sous la forme 

a+byvm 


(63 


ou a, b, c sont des entiers sans diviseur commun. Voyons si pour 
des entiers c peut prendre d’autres valeurs que c = 1. Le nombre « 


est racine de 


Jee a? — b?im 
a? — —"¢ 4, =0 
c c 


2 2 


em : 5 Ow) m : } 
et il n’est entier que si gilt a pe Bont des entiers rationnels. 


Supposons que c admette un facteur premier p > 2, alors a sera 
divisible par p. Mais alors p* doit étre contenu dans a* — b?m et 
comme p divise a, et que m ne contient aucun facteur carré, il 
faut que b> =o, p. a, b, ¢ ne seraient pas premiers entre eux. 
On démontre de la méme maniére que ¢ ne peut contenir 2 & une 
puissance supérieure 41, par suite tous les entiers sont contenus 
dans 

a+ bym 

a: 


On voit que a =0, b=“0, ou a 0, b =0, le nombre qui 
n’est pas nul doit étre divisible par ¢ ou que c doit étre égal & r. 

L’examen de tous les cas possibles donne le : 

Théoréme, — Tout entier du corps est de la forme 


oy ev 
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lorsque m= 1 (4), de la forme a + b Vm pour m= 2 (4) ou 
m == 3 (4) ota et b sont des entiers quelconques. 
Démonstration. 1° Cas : m= 1 (4). Si a ct b sont des entiers 


a+ bym 


i ; .2a . ai — b?m 
quelconques le nombre « — , — est entier si + et 


4 
sont entiers. La premiére condition est toujours satisfaite, pour que 
la seconde le soit il faut que a et b soient tous deux pairs ou tous 
deux impairs 


2a, + 2b,V¥m 
me a eer a =a +6,Vm 


__ (24, + 1)-+ (ab) + 1) Vm _ F 
2 


ces deux expressions sont contenues dans la formule 


b I + Vm 
2 


= 


et l’on voit immédiatement que cette formule ne peut représenter 
que des nonmibres entiers. 


a° Cas ; m’== 2 (4), .m=3 (4), ¢= anti est entier si 


a? — 0?m =o (4), comme le carré d’un entier = 0, ou = 1 (4), 
il fant que a et b soient tous deux pairs. Tous les entiers du corps 
sont de la forme a + 6\/m. 
Posons donc 
Se Vm 


o= lorsque m==1 (4) 


w =m pour m = 1 (4) 


tout entier des corps k (ym) pourra étre représenté par une expres- 
sion linéaire 
a.t+ bw 


ov a et 6 sont des entiers rationnels quelconques. 
Nous dirons que les nombres 1 et ©) forment une base du corps. 
Définition. — On dit que deux nombres ©),, ©: d’un corps qua- 
dratique forment une base, si tout nombre du corps peut étre mis 
sous la forme 
aw, + bw, 
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et cela d’une seule maniére, a et b étant des entiers rationnels bien 


déterminés. i 
On peut choisir comme base une infinité de couples ®,, ®,. Kn 


effet si 1, ©» sont deux entiers du corps, on a 


w, = a + dw 
Ws = a, + b,w 


et ,@, formeront une base si l’on a 


car on a alors 


et on a pour tout entier ~ la représentation 


LH 
he SS OO, Se aise 


D’autre part ‘on obtient tous les entiers du corps en donnant a 
a et b toutes les valeurs possibles. 
On peut satisfaire a 


— 
OgOs —— 8,0, = I 


pour une infinité de systéme de valeurs de a,b,,a,b,, il suffit de 
choisir a,b, quelconques mais premiers entre eux et de déterminer 
db, satisfaisant  |’équation précédente. 

Il y a donc une infinité de couples de nombres de base 

Théoréme. — Siod,w2 et »,*o,* sont deux bases différentes d'un 
corps et si l’ona 

w,* = aw, + bw, 

Wo” == 4,0, + bw», 
on a aussi 


— ¢,0, == Se T. 


On le démontre en écrivant o,#, en fonction de o:*o,*. Nous 
allons déduire maintenant les résultats suivants. 

Théoreme. — La somme, la différence, le produit de deux 
nombres entiers ~ et 6 des corps est un nombre entier. 
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Démonstration : Soient deux nombres 


Ca = bes 
; 8 =c + bw 
Gre oe ot oe (bd) 


et ce nombre satisfait aux conditions des entiers, comme «@ et 6 
<4 A 5 Guat 
eux-mémes, Quant au produit nous distinguerons deux cas 


I. m==1(4) a. 8 =ae + (ad + be) w + bdw? 
eee +2V/m+m_m—r 

4 ee 
donc & . f est bien de ia forme u + v, ot wu et v sont des entiers 
rationnels, c’est -a—dire ~ . 9 est un entier 


w + w 


2. ms=1(4) +«.8 =ace+ bdm + (ad + be) w 


par suite ~ . 6 est de la forme u + vs il est entier. 

Soient des nombres @, (3, 7, ... et appliquons leur l’addition, la 
soustraction, la multiplication dans un ordre quelconque et anssi 
souvent qu’il nous plaira nous aurons des nombres entiers, c'est ce 
que nous exprimerons ainsi : 

Théoréme. — Toute fonction rationnelle entitre de nombres 
entiers &, e, y, ... du corps k (\/m) avec des coefficients rationnels 
entiers est un nombre entier. 

Introduisons quelques notions qui nous seront utiles. 

La norme dun nombre ~:n (a) =a’ c’est-a-dire le produit 
de & par son conjugué ¢’. La norme d’un nombre entier est un 
nombre entier rationnel, elle est égale au terme tout connu de 
léquasion & laquelle satisfait c. 

Théoréme. — La norme d’un produit de deux nombres est égal 


au produit de leurs normes. 
Bee) = ge oo == ca’ 2 6 = n(a). n(8). 


Le discriminant d’un nombre @& est d (a) = (% — 2)’, cenombre 
est aussi un entier rationnel. Le discriminant d’un nombre ra- 


tionnel est toujours égal a zéro. 
Le discriminant du corps k est l’expression 


d = (w) = (wo w)? 
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que l’on peut écrire 


et lon voit facilement que si, ©, sont deux nombres formant une 
autre base 


z a Wy Wy 
ae I ! 
WO, W5 
car ona 
O, =a, +0 wy =a + byw! 
Ww =a+bw wo,=— 4, + bw! 
et 
goa = 1 
rye F 


~ 


et d’aprés le théoréme sur la multiplication des déterminants 


Wy Wo aoe a, b, I Ww 
Oy wi), a, b, I / 
et par suite 
Pek wy e617 ele ee 2 
sil et) PR via Ges Pry 
1 2 | 


Le discriminant du corps k (Vm) est 


ed. pour m= r (4) 
a. d=-4m pour “mee 4 (4). 


Le discriminant est positif pour les corps réels, négatif pour les 
corps imaginaires. I] n’est impair que si m = 1 (4). 

Exemples numériques : m ne doit contenir aucun facteur carré, 
nous pourrons prendre 


pot, = Pp o 
Moo ce Poe a3 6 6 Poo IL 13. 


Le corps k (1) est le corps des nombres rationnels, nous ne 
nous en occuperons pas ici. 
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[a 


1° Exempre k (V¥— 1). 


m= — I, m = 3 (4), on pent prendre pour base 1, o = \/— 1. 

Les entiers sont de la forme a + b ~— 1. ; 

Le conjugué d’un nombre a + b/— 1 est a — b/— 18a norme 
Ge be 

Le discriminant d’un nombre @ du corps est d(~) = — 4b’. 

Il yaun nombre qui joue un réle particulier c’est ¢ = ~— 1 

I 5 . . 

n(s) = +1, ; est donc un nombre entier et l’on peut bien dire 
que /— 1 est un nombre entier qui divise += 1. 


Le discriminant du corps est — 4. 


On peut prendre une autre base du corps que 1, Y—1, par 
exemple 


w= 1+ 7—1(=1.1+ 1) wo Y¥— 1 (= -I-+ 1. @) 
car alors 
a,b, — a,b; = 1 
ou encore 
oO = 1—V~—I RE re er 
ou : 
a,b, — a,b, ==1, ete. 


2° Exempce k (5). 


fs 
; I /5 
Soit m= 5, m==1 (4), on peut prendre pour base 1, @) = i 


ou I, @, car w’ = I —@, ou 2 + 30, I + 24, etc. 
Les nombres entiers sont de la forme 
roe 5 


a+ bw a+ bi 


Le conjugué de 
a2=—-a-+ bw 
est 


ese 
a+ bw’ =a+ b - << 
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et ona Pree 
a) == 02 —- tilt) = 
le discriminant 

d (2) == 5p? 


Dans l’exemple précédent \/-— 1 jouerait un réle particulier, ici 
c'est ». Ona effet n(«) — — 1 et par suite w et w’ divisent + 1. 
Il en est de méme de om’... ot oy? w—*... qui different les 
uns des autres et deo. 

Le discriminant du corps est 5. 

Nous réunissons dans un tableau les résultats relatifs 4 d’autres 
nombres d’ailleurs une table plus importante se trouve a la fin 


de Pouvrage. 


Caractéres Base Nombres entiers n(x) d (a) | d 


Corps ee 


k(y5) 51, (1,2 lapot Ve la?4+ab—b2| 5 ? 5 


2 : 
k(V3) 3==3,(4)|1, /3 a+b /3 a? 3b 1383] 39 
k(\/2) 2==3,(4)ia, Va atby/o a® — 2b? 8 b? 8 
ky =) — 13, (4)11, Vy —1 a-£b \/ a Ge de Be =f b°| aA 
My =2)\—2=3,()a, ys |aeyma “et 4 ab 8a] 8 


a Yas | ek | 
USSD) 321g ote ies hed + ab + 6?/— 3 62} — 3 


On voit d’aprés ce tableau que le discriminant du corps est 
toujours le plus grand commun diviseur des nombres entiers du 
corps. Les discriminants des nombres rationnels et ceux-la seule— 
ment sont nuls. 

La norme d’un nombre entier dans un corps réel peut étre posi- 
tive ou négative, dans un corps imaginaire elle est toujours posi- 
tive. Dans tous les cas la norme d’un nombre différent de zéro est 
toujours en valeur absoluc = 1. 


7. Divisibilité des nombres entiers. — On dit qu'un nom- 
bre entier @ du corps k (\/m) est divisible par un autre nombre 


entier 6 de corps, lorsqu’on peut trouver un autre nombre oy ret 
que 

a eet (Lee 

& == py. 
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Soit ~ un nombre qui ne divise pas + 1 et qui n’est divisible 
que par lui-méme ou par des diviseurs de -+ 1, 7 présente les 
mémes caractéres qu’un nombre premier rationnel, nous dirons 
provisoirement que 7 est un nombre indécomposable. 

Supposons qu’on ait décomposé un nombre en un produit de 
facteurs indécomposables, une question se pose : cette décomposi- 
tion n’est-elle possible que d’une seule maniére, ou peut-on avoir 


4 —— kk, see ky, == T, Ty «1. Ty 


ot les & sont tels qu’aucun d’eux ne soit divisible par un des = et 
ne sen distingue pas uniquement par des facteurs de l’unité. 

On essaiera de transporter l’algorithme d’Euclide dans le do- 
maine des nombres quadratiques. Si cet essai réussit on en con- 
cluera que la décomposition n’est possible que d’une seule maniére. 
Si au contraire cet essai nous montre que l’algorithme n’est plus 
possible la décomposition unique restera douteuse. 

Pour mieux nous faire comprendre, prenons d’abord un exemple 
et choisissons le tel que le procédé d’ Euclides applique. Soit le corps 
he (yr). 

Soient 


awe, Say 9, B=, + b, V¥—1 


deux nombres entiers et soit n(z) = n(() et tels que & ne con— 


. rion eC) ah 
tienne pas exactement 6. La division ~ donne 


6 


a a r+ s/—1 


a 3 — vy f a 
B nb) * n(8) 


= = Ce Be ES 6 A 
mais ce reste est indéterminé en ce sens que r et s peuvent etre 
compris entre o et n(/3) ou entre o et — n((8) ou enfin entre 


—*n(g) et + ~n(f). 


Nous admettrons que l’on prend comme reste « le reste qui a la 
plus petite valeur absolue » avec la condition 


n(8) | s| S52) 


| 
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on pourra écrire alors 
Ce By + 04 


ou 


est un nombre entier tel que 


jets ok 
n($) 


nee a 


Si n(o ») >> 1 on divisera ( [ par fo, soit 


B= T1P0 — Py 


avec la condition 


on continuera jusqu’d ce que n(p,,_,) étant > 1 on ait n(¢,) = 0 
ou 7” ($n) = 1. Les normes allant en diminuant on atteindra toujours 
Yun de ces résultats. Dans le cas ¢, = 0, & et & admettent pour 
diviseur commun ?n—1 dans le second cas n (2n) = Ln divise 
VYunité, ~ et 6 n'ont d'autres diviseurs commun que 1 ou des nom- 
bres qui divisent 1, nous dirons qu’ils sont premiers entre eux. 

Il résulte de ces considérations que l'algorithme d’Euclide s’ap- 
plique, car on arrive a Pn aU bout d’un nombre limité d’opérations. 
On peut encore affirmer que dans le corps k(¥ — 1) la décompo- 
sition en facteurs n’est possible que d’une seule maniére. Prenons 
le cas général de k(V¥m) pour m + 1 (4) et posons 


a= a Bp ey J as sym 
E18) aia mal 
ou 
a= 78 + 9; 


appelons « reste minimum en valeur absolue » 


ir | Ss) (ete 


| n(8) | 


ole 


I 
2 
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nous aurons all 


on ne peut conclure dela 


n(99) | < n(8) 


que si 3 > m > — 3. Dans tous les autres cas il peut arriver que 
| n(e) | > n(f), etc., et alors il n’est pas évident que la recherche 
du plus grand commun diviseur comporte un nombre limité 
d’opérations. Et c’est la le cas général pour les nombres d’un corps 
k (Vm). C’est donc que pour ces corps on ne peut plus fonder la dé- 
composition unique sur la méthode d’Euclide et nous ne pouvons 
plus rien affirmer. 

On trouverait un résultat analogue pour m = 1 (A). 

Nous allons d’ailleurs montrer par des exemples particuliers 
qu il est possible de décomposer les nombres de certains corps de 
plusieurs maniéres en un produit de facteurs. 

1 Exempre. — Soit le corps k(\/— 5). 

Les nombres entiers de ce corps sont de la forme a + b ¥—5 
Les seuls nombres des corps qui divisent 1 ou dont la norme est 1 
sont + 1 car si 


1 = (a+ b ¥— 5) (a, + b, V— 5) 
en passant aux normes 
r= (a + 5D4) (at + 55%) 
et comme 
a? + 5b?, a? + 56? 
sont des nombres entiers, on a 
t= a? + 5b? = aP-+ 50} 


c’est-A-dire 
=e) = 1 by = o% 
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Soit le nombre 21 
at == 3.9 = (4 + ¥—=5) (4-V=8)—= (x + =) (1 a5) 
ou les nombres entiers 

3 Ay — 5, Gyo, 2 ay ay 


sont des nombres indécomposables, essentiellement différents car 
si on avait 


3 = (a + b¥— 5) (a, + 6, V —d) 

il en résulterait 

3 = aa, — 5 bb, 

o= ab, + a,b, 
on pourrait poser 

a, == Pia, b, =—P.b 

et par suite 

3 = Pa? + 5PR? 
ot Pa? Pb? sont des entiers non négatifs, pour b = 0, 5Pb? > 3 la 
derniére égalité est impossible. On a donc 


oe Pa? == PE 
ou 


> 
| 
° 
a 
| 
oS) 
ne] 
! 

Ss} 


ou 


V0s=0 Cos 
(b,=0 a =3 


c’est-a—dire qu'il vient 3 = 3.1 = 1.3, 3 ne peut étre décomposé. 
Supposons que 4 + Y— 5 soit décomposable et soit de la forme 


4+ V¥—5= (a+ by—5) (a + b, (—5) 
en formant les normes on aurait 


21 = (a? + 3 b?) (a? + 5 62) 
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les nombres de cette égalité étant tous rationnels, il reste les cas 
suivants : 


(1) 2) a -+ 3.6%, I= a? + 5b} 
avec les solutions 

(a) Mast Nbteeet Ny Gye 1 8, = 0 
qui ne satisfait pas 4 l’équation primitive, et les solutions 
(b) C=, CS d= -0T, 0, = 0 
(2) 3=@+ 5b?, 7=—a?+ 5b} 


qui est impossible, ainsi que 


(3) Pe ee a eee 
On verrait de méme que 7 


- 
i 4-2 Vo, i yD 


sont indécomposables. 

Il reste a démontrer que ces décompositions sont essentiellement 
différentes, c’est—a—dire qu’ils ne different pas des facteurs diviseurs 
de l’unité. 

Supposons que l’on ait par exemple 

4+ v—5=(1 + 2V—5) (@+¥V—5) 
on aurait 
l= -—~ 1OY 
oS 32 == Wy 
c’est-a-dire 


donc 4 + y— 5 n'est pas divisible par 1 + 2 /— 5 de méme pour 
les autres. Dans le méme corps on a des décompositions plus 
simples 

6 = 2.3=(1 + y— 5) (1: — — 5B) 

g = 3.3 = (2 + V— 5) (2 — Y— 5). 


Cet exemple montre qu’il y a des nombres que l’on peut décom- 
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poser de plusicurs maniéres en un produit de facteurs. La notion 
de « nombre indécomposable » n’est pas du tout identique a la 
notion des nombres premiers rationnels. 

9° Exempire. — Considérons le corps réel / (\‘10). 

Les nombres qui nous intéressent tout d’abord sont les diviseurs 
de + 1. Soit ¢ un pareil nombre 


Se Fis ee) 6 mon ax, Wea nte:) 
comme la norme d’un nombre entier est un entier rationnel, ona 


less it, — se,)\eec ue 


I] est donc indifférent de dire qu’un nombre divise l'unité ou que 
Sa NOrme:— == ie 
Sie—a-+ b /1o nous avons a déterminer a et b de telle sorte 
que 
ae ff S20? == iol 


on voit immédiatement que — 1 — a? — 10b? admet la solution 


== BE S, 


b=4t1 
et lon a 


Al == (3.1 10) (4 —-V 10) 


On peut déduire de ces égalités bien d’autres solutions 
Elevons au carré 


1 == (19 + 6 /10) (19 — 6 y'10) 


qui donne pour 


la solution 


D’une fagon analogue toute puissance entiére 
(— 1)? = (3 + y'to)? (38 — y'10)’ 


donne une solution de 


12 


(— 1)° 42 too 
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les nombres “ne 
a aie /10, nae 3 Se Vio, 19 = 6 V10, elc. 


sont des diviseurs non seulement de |’unité mais de tout entier du 
corps. 


Nous ne considérerons pas les décompositions 


6= 2.3 
et 


6 9 (ovr) vio} 


comme différentes. 


Avec cette restriction 2 et 3 sont indécomposables, la décom-— 
position 


* 
— 4 =(6 + 2/10) (6 — 2 Vr0) 
n'est pas essentiellement différente de 4 == 2 x 2, par contre nous 
compterons 
2.3 = (4 + y10) (4 — V10) = 6 


comme deux décompositions différentes de b, tandis que les décom- 
positions 


6 = (4 + V0) (4 — vio) 
6 = (16 + 5 //10) (16 — 5 10) 
sont égales entre elles, car les nombres 
hia-VA0y.< 16-—-) 10 
d'une part, et les nombres 
ie VIo* ek 16° S10 


d’autre part ne different que par un facteur diviseur de l'unité. On 
a par exemple 


(4 + 10) (19 — 6 V0) = 16 — 5 y'r0. 


Ce dernier cas nous montre que deux décompositions en appa— 
rence trés différentes peuvent en réalité étre identiques grace aux 
diviseurs de l’unité. Il nous reste cependant ce fait que le nombre 


Sommer. —- Théorie des nombres. 3 
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6 dans le corps k (10) peut étre décomposé de plusieurs manieéres. 
On peut le montrer également pour une infinité d’autres nombres. 
Il ne peut plus étre question de démontrer le théoréme fonda- 
mental de la théorie des nombres rationnels — et les lois de la 
théorie des nombres rationnels ne peuvent se généraliser — Gauss et 
Kummer, 1844, -avaient vu cette difficulté, Kummer inventa un— 
artifice pour y remédier. Pour rétablir le théoreme de la décom- 
position unique il imagina le concept des nombres idéauz ('). C’est 
une des plus belles découvertes de la théorie des nombres. I] serait 
tentant de donner ici la représentation des nombres idéaux d’aprés 
Kummer, nous passerons cependant de suite a la notion didéal tel 
que l’a donnée M. Dedekind (*). Il l’'a tiré du concept des nombres 
idéaux, et a donné a l’idée premicre une coexistence plus sensible. 


8. Systemes particuliers de nombres idéaux. — On peut 
expliquer le concept des idéaux par un cas tout particulier. Au lieu 
de considérer le domaine des nombres entiers rationnels tout en— 
tier, n’en considérons qu'une partie, par exemple l'ensemble (*) des 
nombres de la forme 4n + 1, on peut former le produit de deux 
quelconques de ces nombres et on peut définir la division comme 
d’ordinaire, tandis qu'il faut abandonner l'addition et la soustrac— 


tion. 
Soit la suite 


bie On. Gp 8 TYs Als SO. eo,” oat, ame een 


le produit de deux nombres quelconques de la suite fait encore par- 
tie de la suite 
(4n + 1) (4n, +1) = Am +4 
(Exemple 529-345 , 9.83 = 117...) 


(!) Journal de Crelles, t. XXXYV, p. 319 et ibid. p. 317. Les développements de 
Kummer sont relatifs au Kreiskérper (Bei der K. Akad. Berlin, mars 1845). 
Voir Bacumann. — Théorie des nombres, t. V, p. t44; il parle des nombres 
idéaux du corps quadratique. 

(*) Vortesuncen Suppl. XI, p. 550 (Modul. S. 493). 

(*) M. Fueter dans le Journal de Crelle, t. 130, p. 208 donne & un pareil 


systéme le nom de faisceau de nombres, 


LE CORPS QUADRATIQUE 35 


et dans un produit on peut intervertir l’ordre des facteurs. 
Les nombres 


Cae @ Se Pap pee 


sont indécomposables dans le domaine des nombres considérés, car 


21 par exemple ne peut étre considéré comme le produit de deux 
autres nombres de la suite. Par contre 


Lo 807 eS 140 . 9 set . Sry 


peut étre décomposé de deux maniéres, et ces deux manicres sont 
essentiellement distinctes, car 21, 77, 141, 517 sont indécompo- 
_ sables. 

De méme 


Gi = 90. So 9 
GAP =a" 0. 46 


et ainsi de suite. 

Mais nous savons d’avance comment il faudra nous y prendre 
pour rendre cette décomposition unique. Si 4 tous ces nombres on 
ajoute tous les nombres rationnels, on a par exemple 


IOG07=s 9. 7.11 44 


et cette décomposition est unique dans le domaine ainsi étendu. 
L’idée de Kummer appliquée au cas particulier consiste & adjoindre 
aux nombres du corps ces facteurs élémentaires 3, 7, 11, 47 
comme nombres idéaux. Le nombre 3 peut étre considéré comme 
le plus grand commun diviseur de 21 et de r41, 7 comme celui de 
77 et 21, 11 celui de 77 et de 517; 47 de 141 et de 517. 

Si donc nous désignons par le symbole Idéal 7 = (a, b), préci- 
sément le plus grand diviseur des deux entiers a et b, le facteur 3 
de l’exemple précédent devient identique au symbole (21, 141), de 
plus 7 est identique 4 (21,77) et de méme 11, 47 sont identiques, 
Yun & (77, 517), Vautre 4 (141, 517). Si nous y ajoutons le sym- 
bole j = (a), nous écrirons 


at = (2at,t41) (141,517) 5 (77) = (21477) (77-917) 
et 
(10857) = (21,141) (141,587) (77.21) (77,917) 
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Comme d’autre part 


2 1 ee) (21,141) (21,77) 


et que 
517 = (517,77) (157,141) 


on voit que 141 . 77 et 21 . 57 donnent les mémes décomposi- 
tions. On procide d’une fagon analogue pour les autres exempels. 


(693) = (21,9) (21,77) (33,9) (83,77) 
(441) == (21,9) (21,49) (21,9) (21,49). 


De la définition du symbole a, b, on tire la conclusion suivante : 
le symbole (a, 6) conserve la méme signification, si on lui adjoint 
un nombre quelconque de la forme ac + bd, ot c et d sont deux 
nombres quelconques du systtme donné de nombres, c’est-a-dire 
que (a, b), (a, b, ac, bd ...) représentent le méme idéal. 

On peut donc tout aussi bien définir un idéal comme un systeme 
simultané d’un nombre quelconque de nombres, c’est-a-dire comme 
le plus grand commun diviseur des nombres de ce systéme, et 
il suffit de développer un critére concernant l'égalité de deux 
idéaux. Dans l’exemple numérique on reconnait immédiatement 
que 

Deux idéaux sont égaux, lorsque tout nombre du premier se 
retrouve dans le second, ou lorsqu’il peut étre obtenu par une 
combinaison linéaire des nombres du second & l’aide de nombres 
appropriés appartenant au domaine considéré. 

Examinons maintenant le cas général. 


9. Les idéaux du corps quadratique. — On adjoint aux 
nombres entiers du corps une infinité d’idéauz ainsi définis. 

Définition. — On appelle idéal du corps k (ym) et on désigne 
par 


j= Br) 
un systéme de nombres tels que toute combinaison linéaire 
ah + B+ yu+ .., 


des nombres ~, (7, y ... faite au moyen de nombres entiers 
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X,Y, ¥... pris dans le corps, appartienne encore au systéme. 
On le désigne par 


Pesta Gyye say 


En particulier un idéal est dit un idéal principal, lorsque ses 
nombres sont des multiples d’un nombre entier du corps apparte- 
nant a lidéal, c’est-a—-dire s’il est de la forme 


f= Ae aGA, me, vos) 


on écrit alors simplement j = («). 

Il nous faudra bientét discerner exactement les idéaux, les 
idéaux principaux et les nombres, mais il nous arrivera souvent 
d’employer l’expression nombre au lieu de l’expression idéal prin- 
cipal sans qu'il y ait pour cela ambiguité. 

Des idéaux qui ne sont pas des idéaux principaux nous dirons 


quils sont des idéaux non principaux. 
Lorsqu’un idéal contient 1 ou un nombre contenu dans 1, nous 


dirons qu'il est un idéal unilé et nous le désignerons par le sym- 
bole (1), 

En ce qui concerne les notations nous conviendrons, d’employer 
toujours les lettres allemandes a, 6, c, d ... m ... pour désigner des 
idéaux. Avant d’employer les idéaux nous poserons la définition. 
Un idéal est donné lorsqu’on connait soit un, soit deux, soit trois 
nombres déterminés du corps, et on écrit Vidéal («) ou (2, 6) ou 
(x, 87) en négligeant de mettre des points dans les parenthéses. 

Définition. — Deux idéaux (2, 8, y, ...) et (%,, Bi, 7, .-.) du 
corps k (Vm) sont égaux 


(a, 8, y) = (41) Bis % ++) 
si tout nombre @ du premier idéal appartient au second (ou s'il peut 


étre exprimé par une combinaison linéaire 2, + 8,y ..-) eb récipro- 
quement si chaque nombre z,8, ... du second appartient au pre- 


mier. 
Quant 4 la multiplication des idéaux nous poserons: 


Dé finition. — Soient 
ea ta Biyici) i peti 7 b= (,, Bowie) 


deux idéaux du corps /(\/m), on entend par produit de ces deux 
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idéaux, l’idéal formé de tous ies nombres obtenus en multipliant 
tous les nombres de a par tous les nombres de 6 et si l’on ajoute 


encore 4 ce systéme toutes les combinaisons linéaires de ces pro- 
duits avec des entiers du corps. 


ab = (aa,, 8, a7, ... 248, BBy oe y74 ++) 


De cette définition, résulte immédiatement 


et par suite on a pour la division : 


Un idéal a est dit divisible par un idéal 6, lorsqu’on peut trouver 
un idéal ¢ tel qué 


a= be 


et c est dit le quotient dea par 6. 


Les concepts de la multiplication et de la division des nombres 
entiers peuvent s’étendre aux idéaux, les concepts d’addition et de 
soustraction ne peuvent étre généralisés. 

Théoreme. — Dans tout idéal d’un corps k (Vm) on peut trouver 
d’une infinité de mani¢res deux nombres entiers du corps !,* +,” tels 
que tout nombre de l’idéal puisse étre mis sous la forme 


Lumised a 


ou Z,2, sont des entiers rationnels. 


Démonstration : Nous écrirons Vidéal j en exprimant tous ses 


nombres au moyen de Ja base du corps 1,0). 
j=(a-+bv, a,+bw, a+ baw ,@ ee ee 


et nous démontrerons tout d’abord : que si a + bo, a, + b,» sont 

deux nombres de J’idéal, il y a aussi dans cet idéal un nombre 

a + b's) tel que b’ est le plus grand commun diviseur de b et de 

b,. En effet la définition d’un idéal nous montre que tout nombre 
x(a + bw) + y(a, + hw) 

appartient & l’idéal si « et y représentent des nombres entiers. Mais 


on peut déterminer « et y de fagon a satisfaire & 


ab + yb, =O. 
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En répétant ce raisonnement pour a’ + b'o et a, + b,w et 
ainsi de suite, on voit qu il existe dans Vidéal un nombre 


J + iw 


tel que «, soit le plus grand commun diviseur de 0, b,, b,... et ou J 
est un entier satisfaisant 4 certaines conditions bien déterminées. 


bb 
Les nombres = =! 
by ly 


il résulte que les entiers rationnels 


. sont tous des nombres rationnels entiers d’ot 


a= = 06 — b (J ais Cpe ees J eto: 
iy ly 


appartiennent aussi a l’idéal. Un idéal contient donc autant d’en- 
tiers rationnels que l’on veut, ce qui est d’ailleurs évident a priori, 
car outre le nombre «@ l’idéal contient n (a) = aa’. Soit mainte- 
nant 7 le plus grand commun diviseur des entiers contenus dans 
Vidéal, 7 appartient & Vidéal, on le montre comme on I’a fait pré- 
cédemment pour les nombres b, b, et b’, choisissons alors l’entier 
rationnel v tel que 


oxi, =J—vw<. 


J + io — vi= i + ih est un nombre de l’idéal et alors 


= 1, lg == 1, + 1,0 


seront deux nombres satisfaisant 4 la question. 
: | b 
Car soit a + be) = ¢ un nombre quelconque de Vidéal 2, = . 


P) 


est entier, l’idéal contient aussi 


a — 1, =a — Ii, 


qui est entier et rationnel et par suite =/,i ot /, est un enlier ra~ 
tionnel, on a en somme 


oi Lt = hus = lity == eps 


ce qu il fallait démontrer. 
On peut done représenter Vidéal sous la forme 


i= (i, + iw) 


\ 
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et nous appellerons dorénavant cette représentation la représen— 
tation canonique. 

De ce qui précéde nous conclurons quelques rapports entre les 
nombres i, i: i. Quels que soient les nombres entiers rationnels « 
ety 


iw + y(t, + tw) = yy + (at + yaw 
appartient 4 l'idéal si ~ et y sont entiers et par suite 
“Li + yl, = 0 (i) 
Lest un multiple de 7, comme de plus 
w(t) + iw) = 1,00! + 0! 


appartient a lidéal 7, est un multiple de ,. 

La norme de tout nombre quadratique % appartenant a l’idéal 
est donc divisible par 7. 

Les nombres 7, = 7, i, = (, + 7,6 ou d’une facon générale deux 
nombres +, +, de l’idéal, qui satisfont aux conditions de l’énoncé, 
forment ce quel’on appelle une base de l’idéal, analogue & la base 
du corps. 

D’une base «,:, on peul d’une infinité de maniéres, déduire une 


autre base 7,*7,* 


Nous avons déji montré pour la base d’un corps que ce choix 
peut étre fait d’une infinité de manicres et qu’on obtient une nou- 
velle base. Le théoréme est donc démontré. 

Pour deux couples de nombres de base d'un idéal on peut faire 
valoir le théoréme (p. 22) démontré pour les bases d'un corps. 

Exemple. — Pour éclairer ce qui précéde, nous allons traiter 
des exemples. 
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1° Exemene Ry ==5). 
Dans ce corps on a 


at = 37 = (4 +B) (4 ——5) =(1 + ay 8) (1 —2/—5) 


formons les idéaux comme dans l’exemple des systtmes 4m +- 1 


Gur y=8) G4 —y—5) 
(3,1 -+a/—5) (3,1 — af — 5) 
ipolis V. —— Den sit Ss Ve 0) 
(7,+ af — 5) (9,1 — a — 5) 
(4+ V¥ —5, 1 + af —5) (Ge 50 a5) 
(4—V — 5, 1 + af — 8) (4 — ¥ — 5, 1 — af — 5) 


Nous avons des idéaux par lesquels nous pourrons rendre unique 
la décomposition 3 x 7. 

Les idéaux que nous venons d’énumérer ne sont pas tous dif- 
férents l'un de l'autre, on se persuade facilement que 


GA — >) (3,1 27 — 5) 
car 
3.3 2(4 + f —5)==1—aV—d 

Ghee (— =3 A+ V5, tf) 
de méme 
(3,4 —f/—5) = @GB1+2¥—5)=@—V —5,1 +27 —5) 
(7.4 — ¥—5) = (7,1 +927 —5)=G@—v —5,1+ 27 —5) 
(7,4 —¥ —5) =(7,1—a Vv — 5) =(4—y — 5, 1 —aV—5). 


En nous laissant guider par l’analogie avec notre systtme spée— 


cial nous écrirons 
(a1) = (3.4 + ¥ — 8) (3,4 —V — 5) (7.4 + ¥ — 5) (7-4 —V¥ —5) 
et cette affirmation est exacte, car 


(3) = (3,4 + / — 5) (3.4 — ¥ — 5) 
=(9,12 + 3 (ake et 2S) 
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car comme 
21— 2.9 = 3 


3 appartient aussi au produit d’idéaux et tous les nombres de cet 
idéal sont des multiples de 3, on voit de méme que 


(naa $5) (7, GES pea Pie 
=(h9,28 + 7 ¥ —5, 28 — 7V — 5, 21) =(7)- 


Les idéaux 
G,4+ ¥ 5) (4 —y —5) 
mis sous la forme canonique, donnent 
(Grete Cay 
comme on le voit aisément. L’idéal 
(Ge Peay 1 Seay 25) 
nest pas sous forme canonique, cherchons cette forme 
4+¥—5.1+2%)=—(@+/7 — 5,1+. 7 — 5, 21,7...) 


Le plus commun diviseur les coefficients de  — 5 est 1, nous 
pouvons poser 


le plus grand commun diviseur des nombres rationnels est 1, = 
nous avons donc la représentation canonigque 


(4+V¥—5,1+ a7 —5)=(7,4 + V7 -—5) 
Si nous faisons le produit de 


(3,4 + ¥ — 5) (7.4 + 4) 
(3,4 —V¥ — 5) (7,4 — 4) 


on obtient deux idéaux 


(a1,98 + py aot o eS 
(91,28 <> i es, fap Bg 5) 
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et on reconnait que les représentations canoniques sont 
(21,10 + /—5), (21,10 — / — 5) 


ces idéaux sont des idéaux principaux égaux comme on le montre 
facilement & 


(1—2/—5) (1+ 2) 


L’idéal (%) dans le corps kK #0) est le produit de deux idéaux 
non principaux 


(2) = (2,1 + ¥ — 5) (2,1 — ¥ —5) 
= (4,2 4- 2 5, 2 — 2/5, 6,2 ...); 
mais comme 


(a1 + ¥ — 5) = (2,1 + 7 — 5,2 —1 — yd) 
on peut écrire aussi 


Ole=c05 1 a — 0) 


2° Exempre : k(/1o). 
On a vu que 
6 = 2.3 = (4 + 10) (4 —V'10) 
d’ot l’on déduit 


(2,4 +4/10) = (2, V10) = (a,4 —V 10) 
(3,4 + 10) = (3,1 + 10) 
(3,4 == 10) = (3,1 = 10) 


et tous ces idéaux sout sont forme canonique, et les deux décom— 
positions différentes en donnant une seule 


(6) ar (2, V 10)? (3,1 a 10) (3,1 em 10). 
On voit d’ailleurs directement que 


(2,10)? = (4,2 V10, to) = (2) 
(8,1 + 10) (3,1 — 10) = (9,3 + 3 (16 5-8.=19), 09,96) = (3). 


A4 THEORIE DES NOMBRES 


D'une facon semblable on trouve 


(5) 6 ato) (0,000) | 
(13) = (13,6 + V10) (13,6 — yo). 


3° Exempie : k(y — 15). 


Pour ce corps 
m == — 15 = 1 (4) 


les nombres entiers sont de la forme 


on vérifie facilement les décompositions suivantes : 


(2) Be (2,0) (2,w) 

(3) = (3, ¥ — 15)? = (3, — 1 + ae)? 
(5) = (6, ¥ — 15)? = (6, — 1 + aw)? 
(7) = O72 = Oy) (1g.s 4) 


et d’autres, Parmi ceux-la (3, / — 15) (3 ¥ — 15) ne sont évidem- 


ment pas sous la forme canonique, mais on a 


(3, ¥ — 15) = (8, — 1 + 2%, 30 — (— 1 + 2H)) = (3,1 +0) 
(5, vy — 15) == (G} — 1 + 20, 50 — 29(—1 + 2w)) = (5, 2 Hew). 


10. Les corps dont tous les idéaux sont des idéaux prin- 
cipaux. — Lorsque dans un corps on peut appliquer l’algorithme 
d’Euclide pour la recherche du plus grand commun diviseur on 
peut énoncer le théoréme suivant. 

Théoréme. — Soit un corps quadratique auquel on peut appli- 
quer l’algorithme d’Euclide, les nombres de ce corps ne peuvent 
étre décomposés en facteurs que d’une seule maniére, et sous les 
idéaux du corps sont des idéaux principaux. 

Démonsiration. — Soit k(ym) le corps considéré et soit 


a = (a, B, y...) un idéal de ce corps 


ce théoréme dit que l’idéal a contient aussi le plus grand commun 
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diviseur de tous les nombres @, (, 7... que l’on obtient par la ré- 
pétition de l’algorithme d’Euclide. Nous démontrerons tout d’abord 
que si * n'est pas divisible par 8, mais que si > est le plus grand 
commun diviseur de « et de 8, ¢, appartient ainsi 4 Vidéal. Pour 
cela nous écrirons l’algorithme sous la forme 


a — “3 _ Po =—— ( 
iG SY ——_ 
ies 1 Oma ed == 0 
Po iP 2 —— 
~ Pn FOng —#Pn—y = 0: 


les n +- 1 Equations peuvent étre considérées comme un systéme 
d’équations linéaires 4 n inconnues f, 4, ... 
par élimination 


Pn, d’ou il résulte 


a—z%3 —I fo) fe) 


oO 
B —x—I fo) Saat 0 | 
) I —%*,—I : oO 
(?) == i 
. . oO 
fo) : fo) Lo = Kya: 1 
at One 1 een 


‘ Les x sont tous des nombres entiers du corps, et par suite on a 
on = Aya + i, 8. 


Comme ici 4,, A, sont encore des entiers des corps gn appartient 
4 Vidéal. En répétant ce raisonnement il en résulte que A le plus 
grand commun diviseur de tous les nombres a, 8, y ... appartient 
4 Vidéal c’est donc que 


ve (a7. 


On peut dire que réciproquement que si tous les idéaux d'un 
corps sont des idéaux principaux, tous les nombres de ce corps ne 
peuvent étre décomposés en facteurs que d’une seule maniére. 


44. Les congruences suivant les idéaux. — Nous écrivons 
4 = 0 (a) 


et nous dirons que @ est congru a 0 suivant le module a, quand « 
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et q font partie du méme corps et que @ est un nombre de I’idéal a, 
de plus pour deux entiers du corps 


== 8 (a) 


g congru & 3 suivant le module (a) lorsque la différence « — 3 
est contenu dans l’idéal a. Mais si % ou « — f& n’appattient pas a 
Vidéal @ nous écrirons 


a=0(m) ou «a = B(a) 


(nous dirons & est incongru & 0 ou incongru a f suivant le mo- 
dule a). 

Remarque. — Nous introduisons tout d’abord cette définition 
d’une fagon tout a fait formelle. Mais l’on voit immédiatement que 
cette définition coincide pour celle des congruences suivant des 
nombres, lorsque a est un idéal principal c’est-a-dire a = («). Plus 
tard on montrera a pour le cas ou a est un idéal quelconque que la 
définition coincide essentiellement avec la définition antérieure de 
la congruence, car la congruence % = 0 (a) signifie que Vidéal (~) 
est divisible par a. 

Grace & la définition d’un idéal et du produit a de deux idéaux 
6 et ¢, nous pouvons nous exprimer de la maniére suivante. 

Si a est un idéal divisible par Vidéal 6, on a pour tous les 
nombres @, (3, ‘y ... de a les congruences 


Nous démontrerons plus loin la réciproque de ce théoréme. 

Etant donné un idéala, on peut répartir tous les nombres du 
corps en classes, en attribuant tous les nombres congrus A un nombre 
donné suivant @ & une méme classe. Alors deux nombres quel- 
conques d’une méme classe sont congrus mod a, et un nombre 
quelconque d’une classe détermine cette classe et ne détermine 
qu’elle. Autrement dit tout nombre entier appartient A une classe 
unique. 

Chercher le nombre de ces classes, cela revient 4 chercher un 
systéme complet de nombres incongrus deux & deux suivant le mo- 
dule a, ou encore 4 chercher un systéme complet de restes suivant 
le module a. 
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Théor¢éme. — Le nombre des nombres incongrus suivant un 
idéal 
& = (I, ly + 1,0) 
est 
REA) => pd, dey fe 
Démonstration: Ona : 
a+ bw = 0 (i, y + 1,0) 
pour toutes les combinaisons 


Pf Soy Tip} oon Gd Sal 


b 


| 
o 
Sa 
i) 
> 

| 

_ 


car tout nombre de lidéal est de la forme 
WEE (ie ies) 


ou /,, 4 sont des entiers rationnels. Ces (C) combinaisons forment 
un systéme de i, nombres dont deux quelconques ne peuvent étre 
congrus suivant le module@ La différence de deux de ces nombres 


ay. + bj,9 i (a). + byw) 


n’est pas contenue dans |'idéal. Par contre tout nombre du corps est 
congru a un de ces nombres et a un seul. 

En effet les nombres a = 0... 1 — 1, b= 0... i, — 1 forment 
des systemes de restes complets, relativement 4 i et & i,, on 
pourra faire correspondre 4 un nombre A + Bw du corps un 
nombre a + be choisi parmi ceux que nous venons de dire tel que 
Végalité 

(A + Bu\— (a + bw) = hi +b i + i) 
soit satisfaite pour deux valeurs rationnelles /, et /,, car il faut 
choisir ab de telle sorte que 


f= By (is) cest-i-dire Bb = 1,), 
et 
a=A — 1,i,, 


n(a) a donc une signification particulitre, nous dirons que n(q) 
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est la norme de lidéal a. Montrons qu'elle est indépendante de la 
base. Soit «,* »* une base quelconque de a, et soit 


Orie = ay = byw be —— a, Ss b,w 
nous pourrons trouver quatre entiers rationnels r, s, f, u, tels que 


ie iS = SE i 


et que 
u* rit sli, + i,0), 4 = tt + uli, + 10) 


et il en résulte d’aprés le théoréme relatif 4 la multiplication des 
déterminants 


n (a) = | (a,b, — a,6,) | = te. 


La norme du produit de deux idéaux est égale au produit des 
normes. On peut démontrer cette proposition en considérant la dé- 
finition de la norme qui vient d’étre donnée. Nous en parlerons 
dans le chapitre relatif aux idéaux du corps cubique. Mais ici nous 
allons nous appuyer sur une autre définition de Ja norme. 


42. La norme d'un idéal considérée comme produit d’idéaux. 
— Si lon remplace tous les nombres @ 6 y ... dun idéal, par 
leurs conjugués « f3' +’ ... ce qui revient au méme si dans les 
nombres considérés on remplace » par »)’ on obtient un nouvel 
idéal a’, et a’ est dit Vidéal conjugué de a, Nous le désignerons 


toujours par a’, ou s (a) lorsque nous ferons Ja substitution 
s(vm : —\/m). 


Nous dirons qu'un idéal qui coincide avec son conjugué est un 
idéal ambige, c’est-a-dire si a = a’, il faudra de plus qu’il ne soit 
pas divisible par aucun nombre rationnel (idéal principal ration- 
nel) autre que — r. 

Théoréme. — Le produit d’un idéal et de son conjugué est un 
idéal principal rationnel et l’on a 


a. a’ =(n(a)). 


LE CORPS QUADRATIQUE 


49 
Démonstration (*) : Soit 
a= (i, + iw) a’ = (i, i, + i,u’) 
on sait que vet ¢ sont des multiples de i,, on peut poser i — digs 
1, = @l,, on a donc 
@ = (aig, a,l, + iw) = (i,) (a, a, + w) 


et de méme 


— = (i) (a, a, + ©') 


de plus on a la relation 
(a, + w) (4, + o’) = 0 (a) 


car a est le plus grand commun diviseur des nombres rationnels 


dans les idéaux (a, a, + w) (a, a, +’). Mais la multiplication 
des deux idéaux nous donne 


a. a’ = (12) (a, a, + ©) (13) (@ a, + 0’) 
= (ij) (@, aa, + aw, aa, + aw’, (a, + w) (a, + w’)) 


et il reste 8 démontrer que le deuxiéme facteur de ce produit est 


un idéal principal rationvel (a). Nous distinguerons pour cela trois 
cas de corps & ym. 


1° Cas. —m=3 (4), 0 = Jm, o' = — ym. 

On a alors 
(a?, aa, + aw, aa, + aw’, (a, + ¥) (a, + w’)) 
= (a®, aa, + am, aa, — 4/m, a? — m) 
= (a?, 2aa,, 2a y/m, 2am, a? — m) 


Dy Bieey _ 
== (a) («. am, a, Nil B vm). 


9 


: ne . 

Mais les nombres a, 2m et -"—_— ne peuvent avoir aucun 
facteur commun. Supposons d’abord que q > 2 divise a et m, ona 
a2? —m=0(q) car a?—m=o0(a) 

(eee eee 


(*) Cette démonstration a été donnée par M. Hilbert dans son cours 1897-98. 
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et comme 
m==0(q), ona 4,==0 (9). 
Mais m ne contient aucun facteur au carré, a? est divisible par 


gq, on a donc 


2 An] 3 j Any 
ai — mone peut pas contenir q a une puissance superieure ar 


2 — jp) 
4 = 0 (q). 


Soit a divisible par q = 2, 2 divise a et 2m et comme 


a, doit étre impair ( cam ™ € v me Peo ) 
i m = — 2, (4) 


—— If 


a nm . : : . 
“—— est impair el premier avec 2, les trois nombres a 2m 


(= iS sess ; ote A 
——— n’ont pas de diviseur commun et l'on peut choisir trois 


nombres 1/,, /,, /; tels que 
La + 1,2m+ Bales i. 
Il en résulte 
(a, a, + ©) (a, a + 0’) = (a) 
et par suite 
a. a’ = (i2) (a) = (ai) = (ii,)8 
ou comme nous l’avions affirmé aa’ = n (a). 


2° Cas. — m=2(4),0=Ym, wo = — Ym. 
Alors comme dans le premier cas 


ec ree 
(a, a, + w) (a, ay + w') = (a) («, 2m, a aa,, 2 vm) 


. a m 
* 4 F hd 
et les trois nombres a, 2m ~—~-— ne petvent avoir aucun facteur 
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commun a 2. Mais ils ne peuvent avoir tous trois le facteur 
commun ¢ = 2. En effet aj — m =o (a) nous eons as a, est 


plus pair et on a aj — m= — 2 (4) c’est-d-dire ques == ¢ (a). 


psd 
Les trois nombres a, 2m, ——”" euvent étr 3s de f, 
; hag ee étre composés de facgon 


& donner 1 et on a comme dans le premier cas 
(a, a, + 0) (a, a, + w') = (@) 
et 
aa’ = (ai) = n (a). 
3° Cas. — m= x (4), Liaw: a stom ¥ 


2 a 2 
Alors 


le quatriéme nombre 2a, + 1 est impair, donc les quatre premiers 
nombres ne peuvent avoir le facteur commun 2. Si a et m sont 


divisibles par q, 


: : Le . : 
est certainement premier avec q car (a, “55 4 contient ce facteur 


deux fois, a ne le contient qu'une fois. On peut conclure comme 
précédemment 
ad’ = (%) (a) = (44) = @,) 
Le nombre n(a@) = ii, est parmi les nombres de l’idéal a et 


aussi dans ceux deg. Si lidéal a n’est pas donné par la représen- 
tation canonique, mais par une base 


. i 
ne = a, + byw, L” == ay + b,w 
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on acomme ila été montré au numéro précédent 
aa’ = n(n) = (a,b, — azh,). 
Considérons un produit d’idéaux 
Ober. 
on a d’apres ce qui préctde 
RG AO Te One. t) == Oe Bote to Ue a eee 
== n(n} (b) et (fo) 
Théoréme. — Le systéme complet des restes suivant un nombre 
entier ~ du corps contient | n (%) | nombres. 
Démonstration. — Le nombre que nous cherchons est égal a 
celui de nombres d’un systtme complet de restes suivant l’idéal 
principal (~) = a. Nous choisirons comme base de lidéal 


Vp 


posons 


re Gs = lin 


On a dans le cas 1. m = 1 (4) 


te —a + bw 
m=— il 
Cas aay +(a+ b)w 
ct par suite 
m—tI1,, 
n(a) = Oo Dias aa b? = | n (a) |. 
2. pour le cas m + 1 (4) 
“ a+ bo 
“= bm + av 
et encore 
n(n) =| a® — b?m | = n(a) 
Exemple 1. — Soit «=x +yyY—1 un nombre du corps 


k (V = 1) n(x) ya hae 
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Dans ce corps la décomposition en facteurs n’est possible que 
dune seule maniére, tous les idéaux sont des idéaux principaux. 
Si donc 7 =a + y // —1 est un nombre irrationnel premier 
n(n) = 7m. 7 est un nombre rationnel premier p, ce qu’on peut 
affirmer car p est rationnel. Le systtme complet des restes suivant 
ce nombre premier 7% contient p nombres du corps. Par contre soit 
q un entier rationnel indécomposable dans le corps, on a 


n (q) — q. 
Soit par exemple 


h=5(9 + y — 1) (2 — ¥ —1) 


les cing nombres 0, 1, 2,/ — 1, 1 + ¥ — 1 formentunsystéme de 
reste complet suivant %7 = 2 + ¥ — 1 ('). Tout autre nombre du 
corps est congru a l’un de ces nombres suivant le module « par 
exemple. 


—Y—1=2() —2=V—1(@) —1214+V—1(3) 
3=V—1(e) 4=1+V —1(a); ete, elc. 


De méme les 9 nombres 0, Y —1, 2 —1,1,1 +7 —1, 
+27 —1,2,2+yY—1,2 +2/y — 1 représentent un sys- 
téme complet de restes (*) suivant 3, car 3 est indécomposable 
dans le corps k y/ — 1. 

II. — Dans le corps / (\/ — 5) ona, par exemple 


3 = (3, 1B) 3,1 — 6) 


et les trois nombres 0, 1, 2 forment un systeme complet de restes 
suivant le module p = (3, 1 + 75) ou p’ = (3, 1 —//5); de plus 
y = (11) est un nombre premier du second degré du corps et les 
121 nombres a + 5 \/ — 5 obtenus pour toutes les combinaisons 
a=0,1...10, b=o, 1, 2 ... 10 forment un systéme complet 
de restes suivant p= (11, 11 / — 5). 

Nous allons établir maintenant un théoréme important : 


(1) Au lieu de ce systéme de nombres que l'on comprend sans explication, on 
pourrait le systtme des restes minima en valour absolue 0, +: 1, - y~—t- 


(*) Le systéme des restes minima serait 0, =E 1, ak / —Ttry —t. 
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Théoréme. — Un idéal n’est divisible que par un nombre fini 
didéaux. 
Démonstration : Soit j = a, 6, ¢..., on a 


n(j) = n(a) n(b) n(e) ... 


Mais n(j) est un nombre entier rationnel et ne peut étre divi— 
sible que par un nombre limité d’entiers rationnels > 1, le nombre 
des idéaux a, 6, ¢, ... sera donc fini. Il est entendu qu’on excepte 
les idéaux égaux a Vunite, 

En combinant les trois derniers théorémes, on obtient finale— 
ment le résultat. 

Théor¢me. — I] n’y a qu'un nombre fini d‘idéaux dont la norme 
est inférieure & un nombre donné. 

On peut donner une autre forme a l’énoncé de ce théortme et 
dire : 

Il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux différents qui contiennent 
tous un nombre fini donné z. 

Lorsqu’un idéal divise un nombre premier p, p est un nombre 
de lidéal, et dans la représentation canonique 


(i, 4, + bw) 


il faut 7 = p, 7 = 1 donnerait un idéal unité, quant i, qui doit 
étre un diviseur de i = p, il peut se présenter deux cas au 1, —T1, 
i, <p ounh= pet alors i, qui doit étre alors un multiple de p, 
peut étre pris = 0. On a donc les deux cas 


(p,t, ++) et (p, pw) 


dont les normes sont p ou p?, d’ot le 

Théoréme. — La norme d’un idéal qui divise un nombre pre- 
mier rationnel p, est p ou p?. 

Dans le premier cas lidéal est dit du premier degré, dans 
Vautre il est dit du second degré, 


1° Exempie : k(\/ — 5). 


Ls f= (ayet oh Sf ea ae) 


or 
[a 
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alors d’aprés le théoréme général n (j) = 2 et 


fi—(4,2+2/ —5, 2— af —5, 6, 2) = (a) 
ae j= ©. 7 —5) f=—(,1—y—5) 
n(Gj)=3 et jf=(9,3+3/—5, 3—3/—5, 6, 3) =(3) 
3. j= + f—5, t+ af —5) f = (4 —V—5, 1 — 2 ¥—5) 
n (j) = 7 et jj’ = (21, 14 + 7V—5, 14 — 7 /—5, 28, 7) = (7) 
4. j= (4—Y—5, 1+ 2f—5) f =(4+¥—5,1— 2/5) 
i’ = (at, —6 +9) —5, —6 — 9 — 5, — 12, 3) = (3) 


et par suite n (jf) = 3 et en effet on voit facilement que cet 
exemple est identique 4 l’exemple 2 
Dy. j == (21, 10 + yo =55)) -] =a, 10 Vv — 5) 

n(j) = 21 jj’ = (441, 210 + av f—5, 210 — 21 /—5, 100) = (21) 


9° Exempre : kk 7 — 15. 


a Se 
r i=@,)—(2, 25) ee a 
n(j) = 2 jf'=(4, 1 + V=75, 1—-Vi5, 2) = (G20, 20,2) = (a) 
26 j = (3.7 — 15) i = GB. — (— 15) = 6, tk ©} 
njj=3 et jj =(9,3¥ —15, 15, 3) = (3) 
8 f=U7,.5+ 0) f= (17,5 + 0’) 
n(j)=t7 et jj’ = (289, 85 + 17, 85 + BZ’, 34) = (17) 
A. j= (93,13 +) nj) = 93 
fi’ = (932, 13. 93 + g3., 13.93 +93. w', 86, 93) = (98). 


Le lecteur formera lui-méme les systémes de restes complets sui- 


vant les idéaux précédents. 


43. La décomposition en facteurs idéaux n’est possible 
que d'une seule maniére. Théor’me. — Soit a, b, c trois idéaux 


différents de zéro, si l’on a 
ab = ac 


oleae — ct. 
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Démonsiration : de Vhypothése il résulte 
a'ab = aac 
n{a) b= n(aje 
et comme on peut diviser par le facteur numérique n(@) 


Théoréme. — Si tous les nombres d’un idéal a sont congrus a 
zéro suivant un idéal 6, on en conclut que a est divisible par 8. 
Démonstration : Soient les idéaux 


Wa (4,055.0) CL Pe Bee, 
on a par hypothése 
2, =0 (6) 


t; == © (b). 


Multiplions a et 6 par 6’ on a $4’ = (n (6)) nous montrerons 


d’abord que ab’ est divisible par 6&. On a pour tous les nombres 
de ab’ la congruence 


a, Bp 


a, Bi 


o a, 8, =o... (6b’) 


o 4, 6 =o... {hb’) et ainsi de suite 


ll 


mais comme (bb’) = n(6) est un idéal principal rationnel, on peut 
poser 


a, B—=n(b)y, 2%, 6 =n (b)y,,-. 
a, Bi =n(b)¥,, % Bi =n (Bb) y,, -.. et ainsi de suite 


OU ‘V1; ‘Yi2 sont des entiers du corps, et l’on voit immédiatement 
que 
ab! = (n (9)) (Yass Y12 59) 


(Jit Vig -++) = (€) est un nouvel idéal qu’on obtient en divisant tous 
les nombres de l’idéal ab’ par le facteur commun n(8). 
On a done 


ab’ — bb'c 
et par suite 


a= be 


c'est ce que nous youlions démontrer. 
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Corollaire. — Le-plus grand commun diviseur t de deux 
idéaux a et § est un idéal qui contient a la fois tous les nombres 
de a et tous ceux de 6. 

Soit 


ABje Se vac = (te, +) 
(Grek pacts yee Ha89 


En effet un idéal qui divise a et 6 doit contenir tous les nombres 
de a et tous les nombres de 6. Comme d’autre part tout idéal qui 
contient tous ces nombres et qui contient en outre d’autres nom- 
bres ne résultant pas de combinaisons linéaires des « et des f di- 
vise t, on peut dire que t est le plus grand commun diviseur de 
a et de bh. 

Théoréme. — Si un idéal premier p divise un produit de deux 
idéaux a et 6 et si pne divise pas 6 il divise a ou encore si un idéal 
premier p divise un produit de deux idéaux ab il divise au moins 
lun des facteurs. 

Démonstration : Soit 


ll I 


> 2 


p= (%, TH+) 


comme »p ne divise pas 8, il n'y a pas en dehors des idéaux unités 
d’autre idéal divisant & la fois 6 et p 


t = (3, Beis ae eth.) 


est donc un idéal unité, et l’on pent déterminer un nombre 5 de 
6 et un nombre z de y tels que 


8+ nm==1. 


Mais comme a6 est divisible par p on a les congruences 


a, 6, =o, a, B, =o... (p) 
a, B, =o, #, B, =o... (Pp) 
a, B =o, 4, 8, =o... (p) 
dailleurs pour le nombre 7 on a x = 0 (#) par suite on a aussi 


a, (8+) =0, (84 @) = Or... (0) 
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et comme 6 + t= 1 ona 
4, =0 a, =0 4 =0... (p) 


donc q est divisible par p. 
Nous démontrerons facilement le théoréme fondamentale 
Théoreme fondamental. — Tout idéal ne peut étre décomposé © 
en un produit d’idéaux premiers que d’une seule maniére. 
Démonstration : Soit j Vidéal considéré et soit 


j = PP. --- Pr 


Admettons qu’une deuxiéme décomposition nous ait donné 


j= F922 --- Yn 
on aurait 
Pips --- Pn = TWiM2 --- An 


q, doit diviser le premier membre, il divise p et alors il est égal a 
yp, ou il divise le produit p, ... p,. Dans ce dernier cas il faudrait 
avoir gq, = p, Ou q, diviserait le produit p, ... p, et ainsi de suite 
tout facteur de l’un des produits doit étre contenu dans l'autre ce 
qui démontre le théoreme. 

En somme cet démonstration est fondée sur ce fait que n(a) 
= a.n’ autrement dit sur ce fait qu’étant donné un idéal a on 
peut toujours lui adjoindre un idéal a’ tel que aa’ devienne un 
idéal principal rationnel. Ce théoreme s’énonce sous une forme 
plus générale dans la théorie du corps algébrique. A tout idéal a on 
peut adjoindre un idéal a, tel que le produit aq, soit un idéal prin- 
cipal et ce théoréme sur lequel on s’appuie pour démontrer le 
théoreme fondamental dans la théorie générale. Les démonstrations 
plus anciennes dues a Dedekind (Suppl. XI) et A Kronecker étaient 
beaucoup plus compliquées. M. Hurwitz parvint & les simplifier 
beaucoup grace 4 un théoréme de Monsieur Kronecker (') sur les 
diviseurs d’un syst¢me de nombres entiers. 


(1) Pour étre complet il nous faut citer ce théoréme ici le lecteur en comprendra 
mieux |’énoncé aprés avoir vu le 4° chapitre. 
Théoréme. Lorsque les coefficients 2), %1 ... 8), 8, des fonctions de n 


9? (@) = au" + ... a, 


Y (#7) = Bors +... B, 
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Nous donnerons plus loin une deuxiéme démonstration due d 
Monsieur Hurwitz (*) (*). 

M. Hilbert a donné une démonstration simple qui ne s’appuie pas 
sur le théoréme de Kronecker et fondée sur la notion du corps de 
Galois (*). Le théoréme ne peut étre encore utilisé pratiquement car 
on manque de méthode facile pour reconnaitre si un idéal est pre— 
micr, et pour trouver les facteurs d'un idéal qui n'est pas premier. 

Le théoréme suivant fournit en partie la solution théorique de 
ces problémes. 

Théoréme. — Tout idéal premier p du corps k (\/m) divise un 
nombre premier rationnel p au plus exactement il divise toujours 
un idéal principal rationnel (p). 

Soit p un idéal premier n(») = p.p’ est un idéal principal ra- 
tionnel. Décomposons n(p) en ses facteurs premiers py... r comme 
pp’ divise n(p) divise aussi n(p) et par suite l’un des facteurs (p) 
ou (q...r) sil divise p le théoréme est démontré sinon il divise 
(q.-.r) etc. etc., c’est-a-dire que (p) divise un nombre premier 
désignons le par p. p ne peut diviser un second nombre premier 4 
sans quoi p serait un idéal unité. De méme p divise p et ne divise 
pas un autre nombre premier. Un idéal tel que » ne peut conte- 
nir que des nombres rationnels qui sont multiples de p et ne peut 
contenir que des nombres « du corps dont la norme n (z) est divi- 
sible par p. 

Un idéal premier est dit du premier ou du second degré suivant 
que sa norme est égale 4 p ou 4 p*. Pour avoir les facteurs premiers 
d'un idéal quelconque a, on forme n (a), on décompose ce nombre 


sont des nombres algébriques entiers et lorsque les coefficients du produit des 
deux fonctions 
(x) Y (2) = Yn tt fot Yeas 


sont tous divisibles par un nombre algébrique w chacun des (r + 1)(s + 1) 
nombre a:$« est divisible par w. (Hurwitz Gott. Nach. 1894, p. 291-292). 
(1) [Hurwirz, Gétt. Nachr. 1894 p. 291-292]. Comparer Kronecker, Werke II, 
p- 47. M J. Konig a donné unc démonstration simple du théoréme général, 
Introduction & la théorie des grandeurs algébriques. Leipzig, 1903. 
(?) Nachr. der K. Ges. d. Wissensch. zu Géttingen. Math. phys. Klasse. 1894. 
(3) Math. Annalen, Bd. 44, Année 1894. p. 1 Jahresber. d. Deutsch. Malh. Ve- 


reinig. t. 3 1894, p. 5o. 
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rationnel en ses facteurs premiers, et enfin on décompose ceux-la 
en idéaux premiers. 

On ne pourra pas indiquer une infinité de nombres pour déter— 
miner un idéal, par exemple un idéal qui divise p. En fait un idéal 
principal est déterminé par un seul nombre, et un idéal non prin— 
cipal peut étre déterminé par deux nombres, sans qu’il soit néces- 
saire que ces deux nombres forment une base de 1’idéal. 

On a d'ailleurs le théoréme suivant. 

Théoréme. — Tout idéal j peut étre représenté par (a, /) comme 
p. g. c. d. des nombres entiers « et /3. 

Il suffit de choisir dans l’idéal deux nombres « et & qui sont 


(2), (8) 
Saensi 


d’ailleurs divisibles par j et tels que soient premicrs entre 


eux, on a alors jf = (2, [). 


44. Les diviseurs des nombres premiers rationnels dans 
le corps /(\/m). — Un idéal premier p divise toujours un nombre 
premier rationnel p nous avons montré qu’‘il a toujours l'une des 
formes 

Lj pia (po tO) OU. 2.) == (Dp, po). 


Dans le premier cas p = py’, c’est-a-dire que (p) peut étre con- 
sidéré en un produit de deux idéaux du premier degré, dans le 
second cas p = (p), (p) ne se décompose pas, mais représente lui- 
méme un idéal premier du second degré. 

Nous allons établir un critére qui nous permettra de reconnaitre 
si un nombre premier p du corps k(V/m) se décompose au moyen 
d’un calcul trés court. 

1" Cas. — m = 3 (4). Le discriminant du corps est 4m. 

Soit p un nombre premier qui ne divise pas le discriminant et 
en particulier soit p = 2. Si p peut se décomposer on a 


p= (p.a+ ym) 
a doit satisfaire & la congruence 
(a + Ym) (4 — Vm) = a — m=0 (p). 
Réciproquement si la congruence 


x2* — m==0 (p) 


LE GORPS QUADRATIQUE 61 


admet une solution entitre rationnelle 2 = a, p peut étre décom- 
posé en un produit de deux idéaux du premier degré. 

Car soit x =a une racine de la congruence «? — m =o (p) et 
non de 


x? —m=o0(p), p=(pa+Vm), p= (p.a—Vmn) 


seront deux idéaux facteurs de (p). Ces deux idéaux sont diffé- 
rents, car en tenant compte de ce que a est premier avec p, le plus 
grand commun diviseur de p et de p’ c’est-d-dire 


(p,a+ Vm, 4—Yym, 2a, 1) 


est un idéal premier, ce qui n’est vrai ni de p ni de yp’. Enfin p et 
p’ sont différents de (p) car p ne divise ni a + Vm, nia —\met 
Von a (p) = py’. 

Pour écrire que la congruence ©? = m mod p. admet une solu- 
tion a, telle que a* = m (p*) nous emploierons le symbole de Le- 


roe m 
gendre, nous écrirons es =I 


Si l’on suppose p > 2 la congruence x? — m=o0(p) a tou- 
jours une solution lorsqu’il en est ainsi de 


y2— 4m=o(p) ou y*—d=o(p). 


Car parmi les solutions de cette derniére il y a des nombres pairs 
y et il suffit de poser « = z. 
er d 
Au lieu d’écrire (=) = 1, nous écrirons donc (5) aug 
Si 2? —m = 0 (p) ou ce qui revient au méme si y? — 4m =o 
(p) n’a pas de solution p ne se décompose pas dans le corps k (/m) 
et nous donne un idéal premier du second degré, C’est ce qu’on 


"Ga =@ = 


Il nous reste 4 considérer les nombres premiers qui divisent le 
discriminant du corps, premitrement p = 2 et les facteurs pre- 
miers simples impairs de m. 


La congruence 
x? -— m == 0(2) 
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admet pour solutions 2 = + 1, ces deux solutions sont identiques 
mod. 2. 
On a donc comme idéaux premiers facteurs de (2) 


p=(2,1+V7¥m) yp’ =(2,1—Vm) 


le cas différe cependant des autres en ce que les deux idéaux p et 
p’ sont égaux. 


(2,14 Vm) = (2,1 +m, 1 — ym) — (2, a ym) 


ou y = p’. Comme p n'est pas un idéal unité et que 2 ne divise 
pas 1 + ym, (2) est dans Je corps Vm le carré d’un idéal pre— 
mier = p?., 

Enfin soit p un facteur premier impair de d (il n’y entre qu’au 
premier degré car m par hypothése ne renferme pas de facteur 
carré), alors la congruence 


x? — m= 0(p) 


admet la solution « = 0 et p est divisible par 
p=(p,vm) et p'=(p,—Vm) 


ces deux idéaux pet p’ sont évidemment identiques et différents 
de x et 


p.p =p = (p, pm, m, p) = (p). 


Donc tout facteur premier rationnel du discriminant du corps 
est divisible par le carré d’un idéal premier. 

Nous généraliserons le symbole de Legendre et nous exprimerons 
que y* — d = 0 (p) n’a qu'une solution y= 0 (p) en écrivant 


(= 


2° Cas. — m = 2 (4) le discriminant d = 4m. 

On raisonnera comme précédemment et on trouvera qu'un 
nombre premier qui ne divise pas d se décompose ou non suivant 
que 
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De plus on a pour 2° 


(2) = (2, Ym)? = p? 


et pour tout nombre impair qui divise d, v’est-a-dire m 


(¥) = (ps Vin)? = pe 
Dans ces deux cas la congruence x? — d = 0 a la racine double 
Shag d 
x = 0, ce qu’on écrit encore (‘) = 


3° Cas. — m = 1 (4) le discriminant d = m. 
Soit d’abord p un nombre premier impair qui ne divise pas m 
si p se décompose 


p= (Pp, 4+ ») 
et par suite 


(a+ 0)(e+e)=(@+i) —9 


est divisible par p mais si 


(3) 5 


est divisible par m il en est de méme de 


Bee ii 
i[(e+3) 4] 
et réciproquement. 


Il en résulte la condition nécessaire pour que p se décompose et 

2 . ere sme hl 
que x? — d =o (p) admettre une solution, c’est-a-dire a = § 
Réciproquement si ie = + 1, c’est-a-dire si x? —d=o0(p) 


admet des solutions, on peut toujours prendre parmi ces solutions 
de nombre impair 2a + 1 et alors 


pH=(pate) p=(pat oe’) 


sont deux idéaux premiers différents facteurs de p. Et en effet le 
plus grand commun diviseur de # et de p’ est 


(ppatw,a+o’,2a+ 1, 1)=—(1) 
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car 2a + 1 est premier avec p. De plus p ni p’ ne peut étre égal & 
(1) ou a (p) car p ne divise nia + w nia + wo’, 

Soit ensuite p = 2. 

Si (2) est divisible par p = (2, a + ») il faut que 


(a+o)(a+o')= (a+!) —7 


soit pair, c’est-a-dire que (2a + 1)? — m soit divisible par 8 ou 
encore que la congruence x* — m =o (8) admette une solution. 
Réciproquement si cette congruence admet des solutions, ce ne 
penvent étre que des nombres impairs et si 2a + 1 est une de ces 
solutions, 


pH(,ate) p=(,a+0) 


seront deux idéaux différents premiers qui divisent (2) p et p’ 
sont différents car leur plus grand commun diviseur est 


(2,a+ 0,a+ ’, 2a + 1, 1)= (1). 


: d 
’ \ ais \ = as 
Faisons ’hypothése essentielle d = 1 (2) et posons (5) =-+ 1 ou 
— 1 suivant que x? —d = 0 (8) admet une solution ou non. 
' p = 2 se décompose dans le corps K (ym) suivant que 


(S\aau ou (¢)=—1. 


On voit d’ailleurs facilement que (;) =-+ 1 pour m=1 (8) 


2 
et (5) = — I pourm= 5 (8). 


Enfin soit p un nombre premier impair qui divise m, x = 0 (p) 
est une racine double de la congruence a . d = 0 (p) et l’on 


ose (<) 6) 
p=(p,V¥m) p= (p, —Vm) 
sont des idéaux premiers qui divisent p, et comme p =p’ on a 


(p) = p?. 
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= 
or 


On peut prendre pour base 
= t> —= eae 1. 0) 
— P lo — : », 


On voit qu'ici encore les diviseurs du discriminant du corps 
sont les carrés d’un idéal premier. 


En réunissant ces 3 cas on voit que : 

Théoréme. — Dans le corps k (\/m) de discriminant d un nombre 
enter rationnel p est égat au produit de deux idéaux premiers con- 
jugués mais différents, ot: est le carré d’un idéal premier, ou enfin 
ne peut se décomposer suivant que 


()aex (Zao om (fo—«. 


Nous apprendrons plus loin a calculer le symbole (‘) comme 


application de Ja loi de réciprocité quadratique, mais il nous est 
possible de donner dés maintenant quelques exemples. 
Corps 
(K /— 5) m=—5 d= — 20 


les nombres 2 et 5 sont les seuls facteurs premicrs du discriminant, 
ces nombres doivent donc étre divisibles par les carrés d’idéaux 
premiers. Et en effet 


(2)=(2,1 +¥—5? (5) = (V— 5). 
La congruence x” + 5 = 0 (p) admet des solutions pour p = 3, 


7, 20 -<.- elle est impossible pour p = 11, 13, 17, 19 elc., on a 
donc les décompositions 


(3) = (8, 1 + Y¥— 5) (3, 1 — V5) 
(7) = (7, 3 + V— 5) (7, 8 — V5) 
(23) = (23, 8 + V— 5) (23, 8 — Y— 5) 


tandis que (11) (13) (17) (1g) représentent des idéaux principaux 
du second degré. 
Corps i, 
K (/35) m = 35 d= 1fo. 


(3) Havent, — Zahlbericht, 661, p. 384. 


Souwen, — Théorie des nombres. 5 


66 THEORIE DES NOMBRES 


Les nombres premiers contenus dans.le discriminant sont 2, 5, 
7 et par suite 


La congruence a? — 35 = 0 (p) admet des solutions pour 
p = 13, 17, 19 elc., elle est impossible pour p =.3, 11 etc.,.on 
a les décompositions 


(13) = (13, 3 +./35)(43,"3 — 5B) 
(19) <= (17, 1 +735) (17, 1 — ¥35) 
(19) = (19, 4 + ¥/35) (19, 4 — 35) 


(3) et (vr) sont des idéaux premiers du second degre. 


45. Le théoréme fondamental des formes linéaires. — Nous 
allons exposer un théoréme que nous appliquerons souvent.dans la 
suite et qui est di a M. Minkowski. Ce théoréme permet de ramener 
4 un principe fondamental et unique toute une classe de recherches 
de la théorie des nombres, ainsi que M. Minkowski l’a montré 
dansson trés intéressant livre « La Géométrie des Nombres », Leipzig 
1896, auquel je renvoie volontiers le lecteur. 

Tout d’abord fixons quelques.dénominations utiles : 

On appelle forme linéaire et homogéne a n variables une expres- 
sion de la forme 


f= aL, + O:% + ... + AnLy 


ou @,... @, sont des constantes et x, ... %» des variables. Lorsqu’on 

a un systeme de 7 formes linéaires et homogénes A n variables 
Si May A Aig... Heat 

(pour (= 1, 2, ... n) le déterminant des n? coefficients de ces 


formes 


Ac— (a5. 


EYE OO Ann) 


s'appelle le délerminant des n formes. 
Le théoréme de M. Minkowski s’énonce alors 
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Théortmel.——Si_- 


fi = AL, A Ap, Winn (i = 1, 2;-n) 


sont n formes linéaires et homogénes & coefficients réels et de 
déterminant égal 4 + 1, on peut toujours'trouver n valeurs ration- 
nelles entiéres qui ne sont pas toutes nulles pour x, ... ©, telles que 
la valeur absolue de chacune des formes f devienne < r. C’est- 
a-dire telles qu’on ait aia fois 


lie l Shoe <1 


La démonstration que nous allons donner est due 4 M. Hilbert, 
quia eu la bonté de la. mettre 4 notre disposition. Il l’a donnée 
dans un cours fait a l'Université de Kénigsberg pendant l’hiver 
1890-91. Je me contenterai de donner la démonstration pour le 
cas de n = 3, car dans ce livre nous n’appliquerons le théoréme 
de Minkowski que pour n = 2 etn= 3 et que d’ailleurs le cas 
n == 3 présente déja la démonstration dans son caractére de 


LA 4 


-généralité. 
Démonstration : Nous l’établirons en trois points. 


1. Nous prendrons comme forme normale pour 3 formes /, ff; 
le systeme 


x 


shi K, 


x, 
faq from Hae, tales 


oti h, h, sont des entiers rationnels et c, c, des nombres réels quel- 
conques. Nous ne/restreindrons ‘pas la; généralité en supposant h, 


(') Mivsowss1. — Geom. d. Zahlen., p. 104. Dans louvrage de M. Minkowski, 
ce théoréme n’est qu’un cas particulier d’un théoréme géométrique général sur 
un corps complétement convexe ayant un»centre dans l’espace 4 n dimensions, 

Je ne puis m’empécher d’énoncer ce théoréme en le particularisant a la géo- 
métrie plane et en anticipant sur la notion de réseau de nombres que j’exposerai 
dans la 3° partie'deee livre. 

Dans un réseau de nombres, dont la maille fondamentale a un contenu égal 
A 1, supposons qu’on ait tracé une ligne~convexe fermée qui ne se recoupe 
nulle part.(par exemple, un polygone) et telle qu'un sommet du réseau soit 
centre de la ligne, et de facon que cette ligne ren‘erme une surface simplement 
-connexe, Si aire de ce domaine est ¢gale 2 4, il y-aura’d Vintérieur du -con- 
tour ou sur ile: contour outre le centre au moins un) autre sommet: du réseau. 
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h, entiers positifs, sans quoi on remplacerait «, par —<;. Nous allons 
d’abord démontrer que le théoréme est vrai pour la forme normale. 
Prenons pour x, un nombre du systéme 


OSSal at oye 


ou du systéme 


h,— hy 
0 tee = ae ee 
2 = 


suivant que h, est pair ou impair et en méme temps pour x, un 


nombre de 


ou de 


pple ta ilere ae [24s] 
2 2 


suivant que h, est pair ou impair, nous aurons (hy + 1) (hz + 1) 
systémes de valeurs de x, et de x, pour lesquelles 


I 7 


I 1 : : 
Winks ets tag Lee ladies 5 NS So ah 


A chacun de ces systtmes de valeurs de x,, «, nous pouyons faire 
correspondre une valeur enti¢re et ralionnelle de «x, telle que 


ait une valeur comprise entre o et h,h,, car en effet il est possible 
de choisir «x, tel que 


soit une fraction positive comprise entre o et 1 et alors 
oO fs =< hyhy. 


Répartissons donc les (h, + 1) (hk, + 1) valeurs de f, suivant leur 
grandeur dans les intervalles o 4 1, 1 4 2, 2 43.,. etc., de 
hih2— 1 hyh,, les (h, + 1) (h, +2) valeurs seront réparties dans 
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dans A,h, intervalles, il y aura donc dans au moins un intervalle 
plus d’une valeur de /,. 
Supposons que pour 


les valeurs 
eas 

fs = 4, + ea, + hh, a, 
et 

fs = 4, + 6,4, + Ah, a,' 
soient dans un méme intervalle, alors il est évident que 

f ld 
I fs as | =! 

ou que f/f; < 1 pour les valeurs non nulles 

x; == a; — aj ((' = 1.2.3) 


et en tenant compte de la fagon dont on a déterminé a,, a2, a,', a,', 
on a en méme temps 
free te Pea alt SF, 
et par suite on a aussi pour 
e,=a,—a,/ et 2, =a, —a,' Lf Stl fel <t. 


Le théoréme est donc démontré pour la forme normale. 
2, Soient 


fe Sak, + Oat, + 032, (oe 1. 2. 3) 


trois formes linéaires 4 coefficients réels quelconques et de déter- 
minant A—= + 1, nous sommes conduits 4 transformer cette forme 
en forme normale par une substitution 


ao; = Iyy, + bays + lay, = 1. 2-3) (S) 


Si l’on remplace les x, on obtient des formes en y de déterminant 
A, qui d’aprés un théoréme connu 


Ay = (444) a2 35) (Liye boas l,3) = 1 (Li4) Les Ess) 
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et! pour'que le déterminant des y:soitégal a 1, il fauteque la subs" 
titution (S) soit une substitution unité, c’est- d-dire: 


(Uyi> Laas Ugg) = + I. 
Si de plus les /;, sont des entiers rationnels de déterminant 
(Liss Laas Lg) = 1 


les formules (S) font correspondte des‘ valeurs entitres de y a des 
valeurs entiéres de x et réciproquement. Pour que la substitution. 


unilé (S) transforme .f, cD p il faut que les: J, satisfassent aux 


équations 

(1) (Py t 
I 

(2) Qiliy TP Oyglsy 4 Qyalgg = h, 

(3) ayy ibis +a alsa te Cslag == 0 

(4) ants a, + 2,15, = 


Tl‘seratt facile dé déterminer /;, comme nombres entiers’satisfai- 
sant a ces équations, dans le cas ou a,,a,,a,, pourraient étre’ sup— 
posés rationnels et premiers entre ahi ou.si l’on admettait qu ils 


ont un facteur rationnel commun , . Il nest pas nécessaire que les 


a satisfaisant a ces hypothéses en pee car on peut trouver des 
formes qui‘satisfassent’’ ces conditions et qui différent des formes 
données d’aussi:pew quel’om veut. Gelacrésulterdé. ce-qui-suit. 

Soit a,,a,, — a,,a,, le déterminant mineur de a,, et quiavest pas 
nul, soit d une gquantilé donnée quelconque see On peut tou- 
jours trouver’une quantité < < d'telle qu’aprés une variation 
des coefficients 4,,@,) ... @,,,d’une quantité < ¢, il.suffira de. faire 
varicrd,, dune quantilé au, plus égale a O pour que le déterminant 
A, de la nouvelle forme soit aussi-égal 4 + 1. En effet si chaque 
coefficient aj, varie de ¢, << 1, et si l’on suppose donnés tous les 
ej, sauf¢,,, la condition A, ==1-donne 


sHeey AY, oie, gh gto 


(Oy, — EF pniBgs Stig, ons) 


€ 


33 


ou A,,, Aj,.sont des nombres. qui.dépendent des coefficients a et 
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peut-étre:aussi des‘¢;,. Si l’on désigne par ¢ la’ plus grande des va- 
riations' é, On a 
[: cA 
el TCG, aa) T 
ou A est une quantité qui dépend des. coefficients.a.et de. nombres 
déterminés, | ¢,, | sera< d dés que ¢ salisfera 4 la condition tou- 
eA Ps 

cca ta d et réciproquement. 

Ceci posé, on fera varier les coefficients a: a:2,a,, dela premidre 
forme fi, le moins.de ¢ de facon que. les. coefficients. nouveaux 
soient des nombres rationnels de la forme. 


jours possible 


Puis on multipliera les numérateurs et les dénominateurs de ces 
fractions par une puissance assez élevéesde lentier h,,h,,h,, = Ul 
pour que les expressions 


H,, = Ayyl® SE 1 Hi, ces hy oH H,, __ esl? 
ial h'H" te HS hy = 3 reel" 


1 


différent aussi de a,, a@,, a,, de moins de. H,, H,, H,, n’awront: 
certainement pas de diviseur commun, on appliquera la substitu- 
tion (S) a la forme 


et aux formes f, f;, et on déterminera les /,, de telle sorte. que 
(Lys Lag. ly3) = 1, et de plus 


(1a) Hyylss ait Hila, =e Figlss Sa 
{2.) Hy yl). ++ Hyolas + Hygl,. = 01 
(34) 1: i Hy bs sie IT, 51,5 = 


On peut toujours déterminer pour J/,, /,, /,, ... /,, des valeurs ration- 
nelles entiéres satisfaisant 4 (2a) (3a). On en Ure alors 


(4) Hy. = t (sabes a Lielss) 
l 
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ou est un coefficient de proportionnalité rationnel. Mais comme 
{1,,, Hl,,, H,, sont premiers entre eux, / ne peut étre que l'inverse 
d’un nombre entier, on peut par avance admettre qu’on a choisi 
pour les / des nombres entiers premiers entre eux de facgon que 
{== 1. On pourra alors satisfaire 4 (1,) par les valeurs /,, 2, (;;, 
sans diviseur commun, car la congruence 


Hi, + Hj,vy —1 =o H,,) 


admet des solutions. 

Les valeurs des J, ainsi choisies satisfont 4 (/,,°L. J,5) 
comme il résulle des équations (1,) et (4) lorsqu’on fait ¢ = 
dans ces derniéres. Supposons que la transformation (S) nous ai 
donné les trois nouvelles formes 


| 


on 


It Je = Oy, 7 Oey. + Oaays 
fy = bsp A by¥2 + dyaYs- 


Oa déterminera tout d’abord un z, << 1 tel qu’a des variations 
des coefficients b,, b,, b,, des quantilé < ¢, correspondent pour les 
coefficients antérieurs a des variations < ¢. On donnera aux 
b,, b, 635 des variations < ¢, et on obtiendra 
Il, lpia if 


eee ey 22 23 
{= y Yat 7 y, 
$2 h, *! a h, 7? }. 33 


ot H,, H,, n’ont pas de diviseur commun et ot H,,, H,., H,,, 


, : fe lab ge ; 
h, sont des entiers rationnels, tandis om etc., different dés b, de 
x 2 
moins de ¢. 
On appliquera ensuite aux formes f,’, 9,'. f, une substitution 


enticre (S‘) 


Y= % 
/ 

5 Vela Zi Miyagi Mane 

Ys = M,,2, + m,,z, + My,2, 
telle que m,,m,, — m,,m,,—= -+ 1 qui satisfait aux trois conditions 
suivantes, 
(15) H,, + H,,m,, +-H,,m,, =o 
(2p) H,,m,, + H,,m,, =o 


(3) H,,m,, + H,,m,, =o 
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On peut choisir d'une infinité de maniéres des m,, m,, entiers 
faba Sy ’ ° r ° . 
satisfaisant 4 (11), de plus d’aprés la derniére équation on peut faire 

Mp 4-H img = — igs 
mais comme H,, If., sont premiers entre eux on peut déterminer 
M,, Ms, satisfaisant a (24) et par suite A 


M.2Ms. ae M32My5 = 1. 


La substitution (S’) nous donne alors 


On peut dire que les formes /{ ff résultent par la substitution 
(SS) des deux formes 0, et % qui de leur cété proviennent des 
formes primitives f, /, par les variations des coefficients a,, a,, 
@y3 @,, A. Ay, < ¢. Si de plus on fait varier les coefficients de la 
3° forme primitive /, de quantités < ¢ et Od, de facon que les coeffi- 
cients soient rationnels et le déterminant 4 — + 1 on obtient nne 
forme %;, laquelle par suite de la substitution (SS’) devient 


Oe Cte Cyt the, 


car le déterminant A, de (SS’) est égal 4 1. Il faut donc passer 
de ¢, 4 f," par des variations < &. 

Nous avons démontré que le théoréme de Minkowski est vrai pour 
les formes f{ f2 f{. Au moyen des substitutions (S) et (S’) on obtient 
des valeurs dex, x, x, telles que le théoreme s’applique aux formes 
©, 2, %,, plusilne nous reste qu’adémontrer que le théoréme est vrai 
pour les formes primitives, lorsqu’il est vrai pour des formes qui 
en découlent par une variation aussi petite que l’on veut. 

3. Faisons varier les coefficients des formes /, f, f, de quantités 
<0 de fagon que leur déterminant reste fini et ne devienne pas 
nul, et résolvons les équations 9; = w; (i = 1.2.3) pour des wi, 
donnés situées entre — 1 et + 1, par rapport aux a, toutes les va- 
leurs des | @ | seront inférieures 4 un nombre fini donné b dif- 


férent de zéro. Mais comme il n’y a qu’un nombre fini de nombres 
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rationnels.entiers < b, il.n’y.a qu'un nombre finide: comiinaisons 
Hy He; pour lesquelles. 


|e | <1] oF | ST og |< T. 


Admettons:qu’aucun dé ces systtmes ne nous donne’ | f;| <1 
on aurait pour l’un au moins’ des: fornres primitives soit /, 


| fc | = 1+ A avec 2 positif et alors si l’on pose 
. d 
3 OM 


ot M est la valeur absolue du plus grand coefficient aj, et ou G a 
la signification indiqué plus haut on aurait toujours @, > 1 c’est-a- 
dire que le théortme ne serait pas vrai pour les formes quon a 
fait varier de quantités' < d. Mais on a démontré que ie théoréme 
est vrai. pour ces formes.l y a.donc un systéme de valeurs de nom- 
bres entiers rationnels, tels que 


nit Sole eet Sale | fe) << 1- 


En. général’ on applique’ le. théoreme’ de’ Minkowski: sous la 
forme: 
Théoreéme 1. — Soient 


[r= EP ayer a0 (i 189, 3) 


trois formes linéaires a coefficients réels et a déterminant. positif, 
et solent w,,.wW,, w, tois nombres positifs, dont le produit w,, 
W2, W, = A mais qui peuvent étre qnelconques, on peut toujours 
trouver. trois entiers rationnels 2, x,, ©, pour lesquels 


lft | <wj, fs | <wy, fi | <w, 
le théoréme se-déduit immédiatement du premier, il suffit de poser 
fi = U9, fr =Me. fe = Wy, 


alors 9, 93, 3, dont trois formes:réelles de détermimant A = 1. 
On’ peut donc trouver trois:valeurs‘entitres w,, a, x, telles que 


Made, fi) <ah jel <u 
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et pour ces valeurs des variables on a 


Ifiil|lsu, | fe pw, lf|Sw,. 


Finalement si l’on résout les trois.¢quations. fj ==-¢; de. détermi- 
nant A — 1.par rapport auminconnus.x,,.0,, 2, on ale 
Théoreme I. — Si les.trois formes linéaires 


mj "K,¢, Nic, FE Ai,¢; (i = 1°. 3) 


ont des coefficients. réels. de déterminant!-- 1, il est possibleidedé- 
terminer pour c,, ¢2, ¢c, des: valeurs:réelles comprises: entre: — 1 
et.+ 1 telles. que .x,, 2,, 2, deviennent des nombres:entiers. 


16. Idéaux équivalents: Classes-d'idéaux des corps: Dé/i- 
nition. —-Deux idéaux du.corps sont, dits équivalents.et.on écrit 


a~h 
Jorsqu'on peut trouver deux nombres:du:corps% et S-tels que 
(P)-ie (ape 


ce que nous conviendrons d’écrire. 


sd 
8 

Lorsque avest un idéal principal on écrit a ~ (1). 

De la définition il résulte 

I. Slacob ehbastacce. 

2. Sia ~ betea Dd ona aussi qe bd. 

3. Siaet 6 sont deux idéaux équivalent et s'il existe un idéal 
tel que ae soit un id¢al principal $e est aussi un idéal principal. 
Kummer avait pris cette propriété comme definition de l’équiva— 
lence et c’est sous cette forme qu'on l’emploie pour reconnaitre si 
deux idéaux sont équivalents. En effet ces deux définitions revien- 
nent au méme car si. 


etmousiappellerons = le quotient des deux: idéaux net b, 


act ~ be 
ona 


a(n (¢e)) ~ & ne) 
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cest-a-dire 


aw b 


4. Si ae A» HD et si a ~ b aussi € ~ dD. 

5. Si a > 6 on aussi a’ ~ 8! car n(a) ~> n(b) c'est sur la no- 
tion d’équivalence que nous fonderons la 

Définition. — Tous les idéaux équivalents & un idéal donné for- 
ment une classe aidéaux. — 

D’aprés cela chaque idéal détermine une classe d’idéaux qui con- 
tient une infinité d’idéaux. Cependant la définition est justifiée par 
ce fait que tous les idéaux d'une méme classe nous donnent toujours 
la méme classe. Tous lesidéaux principaux sont équivalents 4 l'idéal 
(1) et forment ensemble la classe principale. 

Nous emploierons les majuscules latines K,, K,, K, pour désigner 
les classes d’un corps, en particulier la classe principale s’écrit K=1. 
Soit @ un idéal de la classe K, a, unidéal de la classe K,, 6 =a,’ un 
idéal de la classe K, nous écrirons symboliquement kK, = KK,. Nous 
pourrons donc faire des produits de classes, en remarquant qu’en 
particulier. 


K=7rx Kk 


A chaque idéal a on peut faire correspondre d'une infinité de 
maniéres un idéal q, tel aa, soit un idéal principal. A chaque classe 
K on peut faire correspondre une classe K, et une seule telle que 
KK, = tr. Les deux classes K et K, sont dites réciproques l'une de 
lantrevel ion éerit Ke == Kk. (i Koa K ae. 

Enfin on peut étendre Tidée de division au calcul des classes 
Widéaux une classe K de k corps est dite divisible par une classe 
K, du méme corps lorsqu’il existe dans K une classe d’idéaux 
K, tel que K = K,K,. 

Nous pourrons dénombrer les classes d'idéaux grace au théoréme 
suivant : 

Théoreme fondamental. — Le nombre des classes d'un corps 
quadratique est toujours fini; car il y a toujours dans une classe 
@idéaux au moins un idéal, dont la norme est inférieure ou au plus 
égala | yd |. 

Pour le démontrer nous établirons d’abord le 
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Lemme. Dans chaque idéal a du corps K de discriminant d il ya 
toujours un nombre « dont la norme est en valeur absolue 


<|n(a) Vd |. 


Démonstration. — Supposons qu’on ait pris pour a la repré- 
sentation canonique 


CSS (t, iy -}- i,@) 
si le corps est réel nous poserons 


(I) (fi wt (+ t)y 
: (fp=irt (i, + iw')y 


s'il est imaginaire 


f= aie + (ai, + i [o + ']) y} 


(W’) 


k= I So er lz (w — w') y} 


et nous choisirons le signe + ou — de telle sorte que le détermi- 
nant de ces formes 
A= ii, | /d| =| n(a) yd |. 


De plus dans le cas ot le corps est réel, soient %,, x2: deux 
nombres réels positifs tels que 


44h | n(a) vd | 


et de plus si le corps est imaginaire, soit 


D’aprés le théoréme de Minkowski il existe des nombres ration- 
nels entiers différents de zéro pour lesquels 


lf l<4lfel<%s 


dans le corps réel il suffit de prendre 7 = fi, % satisfait a la 
condition car % est un nombre de l’idéal 


aw =f, et |n(z)|<|a(a)ydl. 
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‘Dans le cas du corps imaginaire 


»ahtV¥—1ft 


V2 


est un nombre remplissant les conditions de l’énoncé, car. ~% est un — 
nombre de l’idéal et 


et de plus 
In@l[=DI+fl<,li+4dl< <|a@)vd]. 


Remarque. — Le théortme est évidemment vrai;pour un idéal 
principal a = (z) il y a donc toujours dans le corps k nn nombre 
+ oet de + 1,2 tel que | n (A)! < | Vd J. 

Démonstration du théoréme fondamental. — Soit a un idéal de 
la'classe A, et 2 un nombre de q satisfaisant 4] n(a) {< | néa) Vd]. 

Dans la classe B réciproque de A il y a un idéal 6 tel que 
n.6.=(Z) mais a cause de 


n(n) n(6) = n(2) <|n(a) | va | 


il en résulte 
n(b) < | yd |. 


Il y a done dans la classe B un idéal dont lanorme < | vd [si 
l’on intervertit A et B on a Je résultat pour A. 

dest fini, etil n’y a qu'un nombre fini d’idéaux différents dont la 
norme ne dépasse pas un mombre donné, il en résulte que le 
nombre des classes d’idéaux est fini et qu’il .est certainement 
za ed |. 

Nous emploierons constamment la lettre h pour désigner le 
nombre des classes d’idéaux, c’est.14 une constante importante du 
corps, nous allons rechercher sur des exemples sa détermination 
pratique. 

Pour décider si deux idéaux sont équivalents nous appliquerons 
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le théoréme : si a et &-sont équivalents et sie est tel qne me soit un 
idéal principal, $¢ est aussi un idéal principal. 
Exemples pour l’équivalence : 
a. Dans. = 5. on 4 
(a, 1 + ¥— 5) > (3, « + 5) 4 (1) 
car sion multiplie les deux membres de cette équivalence par 
is: oo V5) 
il vient 
(3, 1+ ¥— 5) (3, 1 —'5):== (3) nord 
et 
(a, 1 +V¥—5) (3,1 —J—5) = (1 + V—5) wt. 
De plus 
(3, 1 + /— 5) w (3, 1 — Y— 5) 
car 
(3,1 +V—5P =(a—V—5) wt. 
2. Dans le corps 
> ——— are: ies I+ iy a3 
KY) tt 
sede, (3.49)) 
car 
(a, 0)? = G, 2a», — 6 + ») = (4, 2— ») 1 
tandis que 
(2,:) (2, 00! pm (2) oo I 
par contre 
(3, w) or (a, w’) 
car 
(3, ©) (a, w) = (6, 3H, aw, w?) = (w).ro 1 


et 
(2, w) (2, w') — (2). 
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3. Dans le corps k (31) 


Qe atts Von) 


car 
(3, tet ot) == Gea ao ae & 
par contre 
Cigarettes oF 
car 


(3,1 + /3r) (5, 1 — (31) = (4 = ¥31) 
et de 14 il résulte évidemment 


(3, 1 — 731) ~~ (5, 1 — y3t). 


? 


Exemples pour la recherche du nombre des classes. 
L’algorithme d’Euclide pour la recherche des diviseurs s'‘applique 
aux corps 


Rol yaaa nee Ke ll 8s eR): 


Tous les idéaux de ces corps sont des idéaux principaux et par suite 
le nombre des classes dans ces corps est égal a 1. 

ra. Pour le k(y— 5) on am=—5 = 3 (4), d=— 20et 
| /z | <5 les nombres 2 et 3 peuvent étre décomposé¢s et on a 


(a) = (2, 1 + (— 5) (2, — 1 + yo) Sa. 0'.,0=—0 & n(ay=2 


(3) = 6,02 V= 8G, ey) eb ee 


Nous avons démontré que tout idéal du corps est équivalent a 
l'un des idéaux (1) a, 6,6’ car ce sont les seuls idéaux dont les normes 
ne dépassent pas /5. Mais comme on a montré que 


a~wbo~ b'4 (1) 


le nombre des classes du corps = 2 et ces classes sont détermi- 
nées par les idéaux (1) et (2, 1 + ¥— 5). 
2a. Pour le corps k(v¥— 23) m= 1 (4) par suite 


d==—a3 et [vd|[<5. 
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Les nombres 2 . 3 . 4 sont décomposables en facteurs qui ne sont 
pas des idéaux principaux 


Gy =a os, oF == x. a etn (di) s—"3 
(3) = (3, ) (3,0) = 6.6" et n(b) = 3 
ona vu quea=> §’, 9 ~ het re ~ a’ 
le nombre des classes est h = 3 et l’on peul représenter ces classes 
par (1), a, @ ou (r), 6, 6 ou (1), a, a’. 
3a. Soit le corps 


K (V'79) m=3(4) d=316 et Ivd |< 18. 


Parmi les nombres premiers rationnels plus petits que 18, 2 . 
3.5.7. 13 se décomposent rr et 17 ne se décomposent pas. On 


trouve 


(2) = (9 + V79) (9 —V79) 

(3) = (3, 1 + V79) (3, 1 — V79) 
(5) = (5, 2 + 79) (5, 2 — V79) 
(7) = (774+ V79) Cp hes v79) 
(13) = (33, 1 + 79) (13, 1 — 79). 


Un calcul simple donne les égalités idéales suivantes 


(3) (5, 2+ V79) ne (8 Suid V79) (3, ae V79) 
(3) (7, 4 + V79) = (10 — V99) (3, 1 + V79) 
(3) (13, 1 + 79) = (35 — 4 V79) (3, 1 — V79) 
de méme que celles que l’on obtient en remplacant /79 par — 79. 
En tenant compte des résultats obtenus précédemment on voit 
que les classes du corps / (7a) peuvent étre représentées par 


Pe er er 3170) 
ou par 
(1), a,07 ou 1,0',a7% et que. h=3. 


Remarque. — La méthode que nous venons de donner suffit 
dans la pratique pour déterminer h, elle est suffisante méme en 
théorie pour trouver des représentants des classes. Il existe cepen- 
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dant une méthode théorique complete, la méthode de « la théorie 
analytique des nombres » (analytiche Zahlentheorie). Cette branche 
de l’étude des nombres a été fondée par Dirichlet (') et construite 
par Dedekind, Kronecker, etc. 

Les puissances consécutives d’un idéal non principal a 


(10 iA ee Oe 


sont tous des idéaux différents et représentent des classes correspon- 
dantes A, A?, A®, ... Mais comme le nombre des classes est fini, 
toutes ces classes A, A®, A®, ... ne peuvent étre indéfiniment dis- 
tinctes. Désignons par A**" la premiére classe qui coincide avec 
une classe précédente A? on a A“*”1 = A@ et par suite A“! = 1 et 


on voit : 
1. Les classes A, A®, ... A“ sont toutes distinctes, tandis que 


At eA) AP AP o6te; 


2. Le plus petit exposant h, pour lequel A"! = 1 est un diviseur 
de h, car si n et m, sont deux entiers inférieurs a h, et si l’on sup— 
pose A” = A™ il en résulte A*-" = 1 ou bh’ = Ry — nr > hy, On 
aurait donc déja A* = A**” ce qui est contraire a l’hypothése. Si 
les classes A, A®, ... A”: donnent toutes les classes, on ah, —h. 
Supposons qu’outre ces classes il y en ait d’autres, et soit B une 
classe non comprise parmi les précédentes, alors 


AB, A?7B, ... AuB 


représentent des classes distinctes entre elles et distinctes des pré- 
cédentes si les classes sont épuisées on a h = 2h, sinon soit C une 
classe non comprise parmi les 2h précédentes et distincte de B, 


alors 
AC, A@G, ... A&C 


représentent encore h, nouvelles classes distinctes. La poursuite de 


ce raisonnement montre que h = nh,. 
On a comme conséquence directe de ce théoréme (2). 


aaa a) 
(‘) Voir ses ceuvres completes, L. 1, p. 357 ff. et 411 ff, Voir Bachmann, 
Théorie des nombres, t. Ill, Analytische Zahlentheorie, Leipzig, 1894. Voir aussi 
Hilbert, Zahlbericht, § 79, p. 74. 
(?) Ch. Hermre, — Okuvres, Paris 1906, t. 1, Pp. 27h. 
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Théoréme. — Si p est un diviseur premier de la forme X? + mY?, 
pour des nombres entiers X, Y (c’est-A-dire si p divise X? + mY?) 
il y a toujours un exposant entier e, pour lequel 


p® = a — my? 


peut étre satisfaite par des entiers rationnels « et y. 

Nous allons montrer qu’un grand nombre de théorémes de la 
théorie élémentaire des nombres peuvent se généraliser dans la 
théorie des idéaux ('). 

Nous en indiquerons les plus connus. 


17. La fonction © (a). — Dans la théorie des nombres, on dé- 
signe par 9 (n) le nombre des entiers plus petits que n et premiers 
avec lui. 

Soit ¢ un idéal quelconque du corps k (Vm), nous supposerons 
connus les facteurs premiers de a, et nous chercherons le nombre 
des nombres du corps qui forment un systeme complet de restes 
suivant a et qui sont premiers avec a. 

Nous représenterons ce nombre par le symbole © (a) et nous 
poserons ® (a) = 1 pour a = (1). 

Tout d’abord soit un idéal premier p de degré un et cher- 
chons ® (y). 

On aura un sy¥stéme de restes complet suivont p en considérant 
les n (p) nombres 0, 1, 2 ... p —1, parmi lesquels o seul nest pas 
premier avec p, on a donc 


© (p) =n) —1 = 2) (1-275). 


En second lieu soit » un idéal premier du second degré, un sys- 
téme complet de reste sera représenté par r + s. our et s par- 
courent Ja suite 0, 1, 2 ... p— 1 ce qui donne n (p) = p® combi- 
naisons. Parmi ces nombres il n’y a encore qu’un o qui ne soit 
premier 4 p et nous avons encore 


© (p) =n (p)— 1 =p) (1 — Fy): 


Si d’autre part p est un idéal premier du second degré et soit 


(41) Diricuter-Depexinp, — Vorles. Supplement. XI, p. 564 et 567-573. 
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a= p*, r + sw forme encore un systtme complet de restes sui- 
vant p* en mettant pour r et s les nombres 1.,/2\-.. Pyla-» |p .ce qui 
donne p?" combinaisons. Mais parmi ces nombres ceux (et ceux-la 
seulement) qui sont obtenus en remplagant dans a + bw, aetba 
la fois par deux nombres de la suite 1p, 2p... p*~' . p, dans toutes 
leurs combinaisons possibles ne sont pas premiers avec p. Il y en 
ap *—.. pt == p=", ona donc pour, © (a) 


P (p*) ==) (p") —n ga TT (p*) (: es aa 


_ L’examen d’un idéal premier de degré un, donne le méme ré- 
sultat, par un raisonnement analogue. 

Pour arriver au cas général nous supposerons ® (a) connu dans 
le cas a = p} ... pi c’est-a-dire dans le cas ou a contient n fac- 
teurs premiers différents et nous allons chercher 4 déterminer ® (q,) 
dour a, = ap" en supposant p premier avec a. 

Supposons a mis sous la forme normale 


Ce (a, a, + a, ) 


et 


f= ((, y + io 
a et i sont certainement premiers entre eux, car a et p le sont 
Tw = (at, as AI.) 
si l'on remarque que 
n(@) = n(a) n(p*) = ai, a,i,. 


On obtient un systéme de restes complet suivant a, en rempla- 
cant dans r+ sw, r par i, 2,..,aets pari, 2... a, et de méme 
on obtient un systéme de restes complet suivant a, en remplacant 
dans r $0, 7 pal 1. 2. G1 Cts part. 2 ea... 

Dans l'ensemble de ces nombres il y en a ii, ® (a) qui sont pre- 
miers avec q, on les reconnait en écrivant les nombres r, s, par 
ordre de grandeur croissante et en les répartissant en i, i inter— 
valles de a et de a, nombres consécutifs. 

Parmi ces / i, ) (a)—=n(p") (a) nombres il ya encore des nom- 
bres contenant le facteur p une ou plusieurs fois et d’ailleurs pre- 
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miers avec a. Il est facile de les compter, il suffit de voir quels 
sont les nombres divisibles par p’. [1 y en a un nombre égal A 
celui d’un systéme de rester complet suivant 


cu 
y 


et premier avec a c’est-d-dire comme nous venons de le voir 
n(p*—*) @ a. 
C’est-a-dire que 
® (a1) =n (p*) ® (a) — n (pi) ® Ga) 
® (a,) = ¥(a)n(p*) (: ras is)" 


— ap —t 


C’est 14 une formule de récurrence qui donne ® pour un idéal 
contenant n + 1 facteurs premiers lorsqu’on courait ©’ pour un 
idéal qui en contient n. D’ailleurs on connait ® (p") on aura donc 
sia = p,*... p,™ 


¥ (a) = n(a) (1 a) 2 cia a 


de 1a résulte d’ailleurs le 
Théoréme. — Soit a = aya, ou a: ct a sont des idéaux premiers 
entre eux ona 


® (a) = ® (a) X (tm). 


Théoréme. — Si l’on donne i ¢ successivement toutes les va- 
leurs des idéaux qui divisent a, on a 


Démonstralion : Supposons tout d’abord a = p*, alors 


Ae ee ee 


sont tous des idéaux diviseurs de q, et ona 


VeOHr +9 H+ oH) +. +009 


ay (my 20) ey yeen(pt 
es ae ere eal 1) 
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Si maintenant l’on a d’une facon générale q == P,'".-. py” On 
voit que tous les diviseurs de a sont les termes des produits sym- 
boliques : 


(1+ p, +... ph) (1 + pe +. pi) cr pl hee pin). 


D’aprés ce qui précéde > ® (t) est égal a 


n n n "i 
Fis > ® (Pi) + > GU eo gates = > © (pp) + »s 2 & (pi) 


I 


qui est égale au produit 


> (@ OH =(1 + (pi) + -. + & (pF) 
(+6 (p,) +... + © (pe) 
é (1 + & (Pn) iin TD  (pi”)) 

It (px) seiomat ( a) —n (a). 


On a donc pour les idéaux un théoréme analogue au théoreme 
sur les nombres rationnels. 


48. Le théoréme de Fermat pour les idéaux. — Théoreme. 
Soit q un idéal du corps k(\/m) et ~ un nombre entier du corps 
P \ I 
premier avec @ ona 


a PCa) — | (a). 


Démonstration. — Soient ,, 2, --- pv les y = (a) nombres 
qui forment un systéme de restes complet suivant a et qui sont 
premiers avec aq, et soient 


\ Pix =m, (a) 
(C) ) Pet == oy, (a) 
Reesne 


les a1, @, ... Gy appartiennent a leur tour au méme systéme de restes 
complet que les ¢. Deux quelconques de ces o ne peuvent étre 
congrues suivant @ sans quoi on aurait, si 


A ee ana) (a) 
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aussi 7 
a (0, — me) = 0, (a) 
puisque % est premier avec q. De plus aucun o, ne peut avoir avec 
aun facteur premier t sans quoi comme 


(pa — o) =t. 6 


on en déduirait que t divise 9, ~ et par suite o, ce qui est contraire 
a l’hypothése 

Les nombres ¢;, ¢2 ... @) sont done dans un ordre quelconque 
Jes nombres 


Pts P2 Ce dle Q,, 
et lona 
b(a) — 
Pry 2 +0 Pye 9) SS wy, oy... o, (a) 
c’est-a-dire 
owe TY (a) 
Conséquence. 1. — Soit p un idéal premier de degré f (f = 1 


ou = 2 du corps k (/m) et & un entier du corps non divisible par 
yp, on a toujours 
ant! = 1 (y) 
et on a quel que soit 
abl == a (p) 
II. Soit @ un nombre entier du corps qui n’est pas divisible par 
Vidéal premier p et soit e le plus petit exposant entier rationnel 


tel que 


e est un diviseur de p! — 1. 

Démonstration. Admettons que e ne divise pas p’ — 1, et soit e, 
le plus grand commun diviseur de e et de p’ — 1, alorse: < e et 
l’on peut trouver deux entiers rationnels tels que 


ev (pl — a) y = 
et en résultera que 


88 THEORIE DES NOMBRES 


et par suite 


c’est-a-dire 


I 
= 


e, << e — ce qui est contraire 4 lhypothése. II faut donc que e, 
divise p’ — 1. 
III. On a toujours 
SVN) a) (p") 
Définition 
af — 4,50" 2... uty == © (a) 
sera dite une congruence de degré y si % nest pas divisible par a 
g est une racine de cette congruence, si ¢ mis a la place € rend le 
premier membre congru a a. 
Théoréme. — Une congruence de degré g suivant le module 
f(E = eo +... + a, = 0 (p) 


peut avoir au plus g racines incongrues suivant P. 
Démonstration : Soit g, une racine de la congruence on a 


fie) =0) 
et 
fO=fO—-—fedo=E=e) fh © =o (p) 


ou f, (§) est de degré g — 1. Soient alors p: @, ... 9, g racines 
incongrues suivant p, on a 


f( = & — 9.) & — p2) --- (& — py) = (p) 


un nombre € ne peut satisfaire 4 cette congruence que si p divise 
Yun des 4 facteurs, c’est-a—-dire si § — p, =o (p). 
Ce qui démontre le théoreme. 


19. Des racines primitives suivant un idéal premier. — 
Soit % un entier qui n’est pas divisible par V’idéal premier p que 
nous supposons de degré f. Soit par exemple ~ un nombre du sys- 
téme complet de restes le plus simple suivant p. Nous venons de 
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voir qu'il existera toujours un diviseur rationnel e de p/ — 1, tel 
que 


Soit e le plus petit nombre tel que cette congruence soit vérilice 
les nombres « 2? .,. a@—! seront tous incongrus suivant le module », 
car Si on avait 


Ci 


== U2 ()e -éncle, =e 1 
on aurait 


a®2 (21a ems 1) =a 0 (p) oe Sy (p) 
et comme e, — e, < e, ceci serait contraire a l'hypothése. 

Nous dirons que « appartient a l’exposant e. 

Un nombre z du corps qui appartient & l’exposant pf — 1 sera 
dit un nombre primitif suivant l’idéal premier y. Les nombres 


fa 
ig Ge ass GE 


représenteront alors des nombres incongrus suivant p, et pre- 
miers avec p, ou encore tous les nombres d’un syst¢me complet de 
restes qui sont premiers avec ». 

Il faut démontrer l’existence de ces nombres primitifs p étant 
donné. Cette démonstration est possible, on peut méme, en suivant 
un procédé de Gauss, démontrer le théoréme ainsi généralisé. 

Théoréme. — Soit e un facteur premier rationne] de p° — 1 et 
p un idéal premier de degré f qui divise p, un systeme complet de 
restes suivant » contient toujours © (¢) nombres appartenant 4 
V’exposant e. 

Démonstration : Nous démontrerons d’abord que s’il existe un 
nombre appartenant a l’exposant e, il en existe toujours @ (¢) et 
g (e) seulement ,incongrus suivant le module ». 

En effet soit r un nombre de la suite 1, 2 ... (e — 1) premier 
avec e, le nombre 2” appartient 4 l’exposant e et ne peut appartenir 
4 un exposant moins élevé. D’aprés l’hypothése 


(a\r == 1 (p) c'est-a-dire (")* =1 (p). 
De plus comme r est premier avec e, on ne peut avoir 


(neces er (y) 
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que si re, = 0 (e), on a plutot e, =o (e), c’est-a—dire si e, est un 
multiple de e il faut donc que e, soit au moins égal ae. Si donc 
on remplace n par tous les nombres de la suite 1, 2... e— 7 qui 
sont premiers avec e, on otient © (e) nombres différents suivant le 
module (p) et qui appartiennent a l’exposant e. 

Il n’y a pas d’autres nombres que ceux-la qui appartiennent a 
l’exposant e, un pareil nombre devrait satisfaire 4 la congruence 


¢ == 1 (p). 


Cette congruence admet les e racines 


2 
hip, CO oon Ge 


incongrues suivant (p), et ne peut en admettre d'autres puisqu elle 
est de degré e. 

Les puissances 7 dont l’exposant s a avece un diviseur commun 
e appartiennent & l’exposant 


Nous acheverons la démonstration ainsi qu'il suit. 

Chacun des p’ — r nombres incongrus d’un systeme complet de 
restes suivant p appartient a un certain diviseur de p’ — t. 
Soient 1,, 4, ... t, tous les diviseurs de p’ — 1, ona 


© (t;) +o (t,) +... + 9 (En) = 2 (p) —1 = pf —rt. 


Mais 


No (i) =n(p)—1 


re 


que si / représente successivement tous les diviseurs de n (p) — 1. 
I] ne peut done y avoir de diviseur auquel nappartient aucun 
nombre, et en particulier il y a exactement 


GN aT eee Up! ak) 


nombres primitifs incongrus suivant p. 


De ce théoréme nous tirerons une généralisation du théoréme de 
Wilson. 


Théoréme. — Soit Ps a +++ Pk les nombres incongrus d’un sys ~ 
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\ . . r . . one: 
téme de restes complets-suivant un idéal premier » qui ne divise 
pas 2, ona 


Pir Pa -+> Pr == — I (p). 


Démonstration : % une racine primitive suivant p, on peut poser 


p, =" (p) 


ee ae 
by =e") 
ou é,, e, ... ey sont les nombres de la suite 1, 2... n (p) — 1, 
pris dans un certain ordre. On a 


P1 Pa v1 Ov = ™ (p) 
mais comme 7 est racine primitive, ona 


n(P) ae 
2 


™ =—1/p) 
et de plus comme 77 (p) est impair, on a 
Pi > Pa «++ pv ==— I (p). 


Le théoréme de Wilson, nous donne la condition de possibilité 
pour la congruence 


oti » est premier avec (2), ou plutdt elle nous permet de trouver les 
modules p pour lesquels cette congruence est possible. 
La congruence 


ts) 
admet toujours une solution dans le corps / (Y — 1) il ne sera pas 


question de ce corps dans ce qui suit. 
Soit d’abord y un idéal du premier degré les nombres 


D2 p= EF 
ou encore 


Peep eu 


2 


= ey 2) —— Ty Dy 2h 2 
¢ 
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forment un systéme complet de restes. 


On a alors 
Pierre, Wer ae a : 
Bis on hehe Le (ee eed =P ae, Bw, 
et par suite 
| aes og 
(21) ee at 1D) 


Le nombre yp. est donc une solution de la congruence dans le cas 
ou p = 1 (4) et dans ce cas seulement. 

Supposons maintenant que p est un idéal du 2° degré les 
nombres r + se), pour 
pt p—3 p—t 


ae Tene ene bois Oe OR BCA 


sy SS 


avec les nombres 


p—t p 
RY 2 


D == DT 
pags Se ) en aa ) 
2 2 


représentent un systeéme complet de restes ct l’on a 


pa)? ee ay ss Se : 
014, 09.--0 = (—1) cre te-1(1.2.3...P=2) wt TY (ry = ie Syw)?* 


ou ll est le produit de toutes les combinaisons pourr,...dera 


| Dia 


I 
f_- et pour s:, de 
2 


— eels —. 
Comme p est impair p — 1 est pair 
p — 1)? —— 1 
(F : ) ae r=(p--1) (0+? : " 


est pair, donc le second membre est le carré d’un nombre du corps 
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et par suite 


La congruence 


est toujours possible pour un module premier p du second degré. 


20. Les congruences linéaires suivant des idéaux. — Nous 
appellerons congruence linéaire ou congruence du premier degré 


une congruence de la forme 
ab== ) (j)- 
Sous quelles conditions une pareille congruence admet-elle des 


solutions : 
1" Hypothése. — L’idéal (~) et Vidéal j sont premiers entre eux. 


Si l’on remplace € successivement par tous les nombres d’un sys— 
teme complet de restes @ suivant j on obtient les nombres 


HO4, AO, .-. AOy 


i 


qui forment 4 leur tour un systeme complet de restes suivant j. 
Le nombre 3 est congru suivant j 4 un de ces nombres et a un seul. 


Si 
ao = 8 (j) 


g est une solution de la congruence et la seule solution située dans 
le systéme complet de restes considéré. Tout nombre de la forme 


e+ git f(y + kw) 


est une solution de la congruence siz et % + 1 sont les nom- 


bres de la base normale de l’idéal j. 
Le théoréme de Fermat nous donne ¢ sous une forme plus pré— 


cise 


on a donc 
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Ces résultats sont encore vrais si & et j étant premiers entre eux 
( désigne une unité du corps (Voir plus loin n° a2 ys 

Ces considérations sont analogues & celles que nous avons faites 
pour résoudre en nombre rationnel |’équation indéterminée 


ax + by =I. 


Mais tandis que celle-ci peut étre résolue par des développements 
en fractions continues il n’est plus de méme pour des nombres du 
corps quadratique car l’algorithme d’Euclide ne vaut plus. 

2m° Hypothese. — Considérons maintenant le cas général ou (¢) 
et j admettent un p.g.c.d. diviseur idéal ®. La congruence 


t= (j) 
n'est possible que si 8 divise / car si l’on a 


(o§ — 8) = tj = to 
sees oi) 


wry se 


Et si Ja condition 6 = 0 (0) est satisfaite la congruence admet 
des solutions. En effet soit j = j*d de plus (z) = abd et 6 == hb, 
par hypothése ~ et j* sont premiers entre eux. On peut toujours 
trouver un entier d du corps tel que (2) soit divisé par ® et non 
par une puissance supéricure et tel 


soit premier avec j (et c'est un théoréme que l’on démontre rigou-— 
reusement dans la théorie analytique des nombres). 

De plus choisissons dans l’idéal §, un nombre ), premier avec j 
ce qui doit étre possible d’aprés la fagon dont on a déterminé 9, 
el posons 

an d 
Ce B, a R . 
ie) 19) 

Les nombres “, Gu sont des nombres entiers du corps et si la 

congruence 


af = pe (j) 


admet une solution entiére € = ¢ dans le corps k ce nombre satis- 
fait aussi A 
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© 
ou 


et réciproquemment car si 
ou 


réciproquemment car si 


ou 
ayo == 6B, (jf) 
a9 == 8B, (j) 
réciproquemmient si 40 = ( (j*) dup, = Of, (j) ou 
ap == 8 (j) 
et comme A est premier avec j 
op == Pi) 


Mais comme %, et j* sont premiers entre eux 
mE 8, = 0 (j") 
admet une solution entiere € = ¢ et la congruence 
af — 8B =0 (j) 


admet aussi la solution g. On peut toujours prendre pour p un 
nombre du systéme complet de reste le plus simple suivant j* et 
alors toutes les relations de la congruence primitive sont comprises 
dans la formule 


E=p+ git +f (i.* + he) 


oui*i*, +-7*: w sont les nombres de base de j* et g, f des nombres 
entiers rationnels positifs ou négatifs. Si l’on pose de méme 


(Ugly + t w) 


J = 
il y a parmi les nombres € évidemment 


it; 
i* “s ou n (d) 
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nombres incongrues suivant le module j et l'on peut formuler le 
théoréme ainsi qu’il suit : 


Théoreme. — Une congruence linéaire 
xt = 8 (j) 


‘n’admet pour solution un nombre entier du corps que lorsque le 
plus grand commun diviseur d de (~) et de j divise (5) et alors 
la congruence admet n (0) solutions. 

Ce théoréme correspond au théoréme relatif 4 une équation in- 
déterminée en nombres rationnels. On peut d’ailleurs dire l’équation 
indéterminée 

b+ = 8 
Ou %, p, sont des entiers du corps k (\/m) n’admet des solutions (et. 
alors en nombre infini) que si le plus grand commun _ diviseur 
idéal de (a) et de (‘/) divise aussi (/5). 

Il est bon aussi de démontrer un théoreme relatif 4 des con- 
gruences simultanées, dont voici le cas le plus simple. 

Théoréme. — Soit q et a, deux idéaux premiers entre eux et 
solent %, @2, deux nombres quelconques du corps, il y a toujours 
un nombre entier € du corps satisfaisant simultanément A 


5 =e (02) 1, § == 2a (A); 
Démonstration. — Soit g une solution de = a (a) et soit 
mM, = (a, ay + ag). 
On aura toutes les solutions de cette congruence par la formule 
f= p + 02+ 1 (a, + aw) 


ou ¢ et z sont des entiers du corps. Pour que é satisfasse 4 la 
seconde congruence il faut choisir ¢ et z de telle sorte que 


p+ oa + 7 (a, + aw) = 4,, (A,) 
ga -+ = (a, + a.w) = 2, — 9, (a,) 
posons 


go St AE er se BE. 


et choisissons les nombres entiers rationnels A, B, tels que 


Aa + B (a, —+ a,w) == a" 
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soit premier avec (a,) ce qui est toujours possible car «,* est un 
nombre de a,, et @,, a, sont premiers entre eux. 


Il nous faudra déterminer &,, tel que 


1 


a* 5, == 2, — 9, (a) 


et alors ¢, t donneront la valeur cherchée de &. 
On raméne facilement & la forme précédente les congruences 


FS. (a) ute (ay 


qui en apparence sont plus générales. 
Si %, est premier avec a,, x, premier avec a, il suffit de multi- 
plier les deux membres de la premiére congruence par %,?(4)—', 


ceux de la seconde par x, ?(*2)—— 1 pour ramener au cas précédent. 
On trouvera facilement les conditions nécessaires et suffisantes 
pour la résolution lorsque %, n’est pas premier avec a, et lorsque 


%, Nest pas premier avec a,. 


21. Les congruences quadratiques et le symbole ( : ) _— 


La congruence la plus générale suivant le module ¥, est de la forme 
(1) af? + 2%,6 + a =0 (p), 


ou a,, «,, 2, sont des nombres quelconques du corps. Si %, 4, % 
sont premiers avec p, cette congruence admet une racine dés que 
la congruence 


a (a8? + 20,6 + %,) = 0 (p) 
en admet une et réciproquement. Mais cette derni¢re peut s’écrire 
(oe =e %, iieiday em, = (p). 
Résoudre (1) cela revient 4 résoudre les deux congruences 
(2a) a? + a* = 0 (p) 
(20) af + a, =a (p). 


La derniére admet toujours une racine lorsqu’on connait ¢, il ne 
reste plus qu’a considérer (2a). 
Si % ou %, était divisible par p (1), se réduisait 4 une congruence 
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linéaire. D’autre part si ~, est divisible par », nous sommes rame- 
nés a 
(3) ag? + 2, == 0 (p), 
et cette congruence admet les racines, s‘il en est ainsi de 
(i) ah) (28% + 3,) 0 (p). 
Mais en vertu du théoréme de Fermat, cela revient & 
2 4 a* == 0 (p). 


La résolution d’une congruence du second degré se raméne tou- 
jours 4 l'étude d’une équation de la forme 


g? — a= 0 (p). 


Nous supposerons d’abord que Vidéal p ne divise pas l’idéal (2). 
La congruence € = 0, admet une solution que nous considérerons 


comme une solution double, il ne nous reste plus que le cas ot (~) 


est premier avec p. 
Si 7 est une racine primitive de p il y a um exposant a tel que 


a = a" (p). 


De la, il résulte que la congruence admet une solution lorsque a 
est pair. Nous allons montrer que la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu'il en soit ainsi, est que 


wat vl Bi eal 


nd «SNE Fens leh 


comme il résultera du théoréme suivant : 

Théoréme. — La congruence quadratique &2? = ¢& (p) suivant un 
module premier P qui ne divise pas (2) admet deux racines incon- 
grues pour % premier avec P, si 


n(p)—t 
o : S21 (p) 


et dans ce cas seulement. Lorsque la congruence admet des racines 
on dit que & est resfé quadratique de p, dans le cas contraire ~ est 
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dit non reste quadratique de y. Dans le premier cas, nous po- 


serons 


dans le second 


D’aprés le théoréme de Fermat généralisé puisque ~ est premier 


avec a 
ye SH) 


ou 
a ol =o (al 


ce qui donne 


( n(p)—t { n(p)—r 
a 7 oar 2 Dog amie 


y premier avec & ne peut diviser ces deux facteurs 4 la fois, que s'il 


n(~)—1 
ae ; 7 
et par suite 2. L’une des deux congruences 


divise 2% 
n(p)—t 
0 et go ae 
n(p)—t 
< a | (p), 


a == 


est satisfaite et l’une d’elles seulement, si (p) ne divise pas 2. 
Dans le cas ot c'est la premiére, on a, en posant ~ = 7 (p) 


il faut que a soit pair, et ’ona (5) = 1. Sic’est la seconde con— 


eruence qui est vérifiée 


Univ. of Arizona Library 
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a est certainement impair et par suite i — ne 


g est donc reste quadratique ou non reste suivant p, suivant que 


wt pees 
a 7? =+1(p), 
ou encore 
n(p)—1 : 
A pg is) (?) 
On a de plus le théoréme. 
Théoréme. — ll y a Nea restes quadratiques incongrus 


suivant un idéal premier p, qui ne divise pas 2 et autant de non 


restes. 
Cela résulte de ce fait que les n (p) — 1 puissances 7, 7?... 
d’une racine primitive forment un systeme complet de restes sui- 


vant p. 
Théoréme. — Soient @ et 6 deux nombres entiers du corps 


k (Vm) qui ne sont pas divisibles par l'idéal p, on a 


(2)=(a08) 
Démonstration : On a 


n(p)—t n(p)—1 
Ge aS 


par suite 


c’est-a-dire 
)G)= (9) 


Il est facile de traiter directement le cas de p diviseur de (2). Ol 
dans le corps k (Vm) l’idéal (2) se décompose en p, p’, onan (p)—2, 
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D (p) = 1 et comme & est premier avec (2) il est reste quadratique 
suivant p, car on a alors 


Mais si (2) est lui-méme un idéal premier, ce qui arrive pour 
m == 9 (8) les nombres du corps incongrus suivant (2) sont 1, 6), 
I + ©, % est encore reste quadratique suivant p, car la congruence 
quadratique admet des racines pour = 1, ©, 1 + ainsi qu’on 
le voit en calculant directement les racines. 


Le symbole (5) ne peut prendre que les deux valeurs + 1 et —1 


lorsque % est premier avec p ct que p ne divise pas (2). Nous di- 

rons encore que c’est le symbole de Legendre, car il est la généra- 

lisation de ce symbole dans le domaine des nombres algébriques. 
Considérons maintenant la congruence 


b? — 2 = 0 (pt) 


% premier avec p. Nous distinguerons deux cas : 1° p est premier 
avec 2; 2° p divise 2. 

Dans le premier cas on voit que la congruence ne peut admettre 
de racine que s'il en est ainsi de €* — %=0 (p), c’est-a-dire si 


() 
—} sax J. 
p 
Mais supposons cette condition remplie, et désignons par / une 
racine quelconque de cette congruence, ), étant premier avec p, il 


y a une infinité de racines de la congruence comprises dans la 
formule 


f=) - pp 


g prenant toutes les valeurs entiéres du corps. 
Parmi ces nombres il y aura une racine de 


Pama iG a 0 (H") 


si cette racine existe. An 
Posons d’abord k — 2 et admettons que p n’est pas divisible par 


p? il reste 4 déterminer p de telle sorte que 


(A + pp)? — 2 = 0 (Pp?) 
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p? = 0 (p*) on doit avoir 
aprp + A® — a ==0 (p?) 
si )? — o@ était divisible par p? il suffirait de faire 9 = 0 (p). Ce 
cas étant exclu, pourra-t-on déterminer p entier de fagon que 
apho + \* — a == (p?) 


et cela n’est possible que si le plus grand commun diviseur de 
apr et de p2, c’est-d-dire l’idéal premier p divise aussi \? — @, ce 
qui est le cas. 

g étant ainsi déterminé 


§==A-+ po 


sera une solution de 


On voit facilement que l’on aura de méme une solution de 


Lat 
on arrivera enfin au 
Théoréme. — Si p est un idéal premier du corps k(\/m) qui ne 
divise pas 2 et si ~ est un entier du corps qui n’est pas divisible 
par ». La congruence 


2 = » (py) 


admet des solutions ou n’en admet pas suivant que 


Lorsque p? divise le nombre rationnel p, c’est-A-dire si .p divise 
le discriminant, il faut modifier quelque peu l’étude de la con- 
gruence. 


La congruence 


n’admet des racines que si 


f — 


| 
[o) 
~~ 


en a aussi. 
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On peut résoudre le cas de p diviseur de 2 comme le précédent 
et on voit que : 


Théoréme. — Si # est un idéal premier du corps qui divise 2 et 
si @ est premier avec » la congruence 


 — a 5= 0 (p*) 
admet des racines pour tout exposant k en méme temps que 
(1) tse 0 (p78) 
si # est un idéal du premier degré, et en méme temps que 
fo ge — a =o (p*) 


si p est un idéal du second degré. 

Les congruences | et II se résolvent par une discussion de tous 
les cas particuliers qui peuvent se présenter, on trouve, il faut que 
pour les 2 cas, soit ¢ = 1 (p*) soit ~ = 1 (8). 

On obtient toujours les quatre racines incongrues + 1, + 3. 


Nous engageons le lecteur & traiter quelques cas particuliers 
k (v— 1). k (V— 2), k (Va) et & faire les calculs numériques. 


22. Les unités du corps quadratique. — On appelle unités 
du corps tous les entiers qui divisent = 1 ou ce qui revient au 
méme, ceux dont la norme — <= 1. Nous allons tout d’abord dé- 
montrer l’existence de ces unités, et pour cela nous nous appuie- 
rons sur le théoréme de Minkowski. 


Théortme I. — Un corps imaginaire quelconque ne posstde 
d’autres unités que = 1, de plus le corps / (V—1) a en ‘outre les 
Eien ey 


Ne _—_ —— abs I 
unités + /— 1 et le corps & (\/— 3) a les unités + ——~—— 


Démonstration : Considérons d’abord le corps k ~—1, «-+y /—1 
est une unité si sa norme = = 1 


== 


ieee bY) at i ee ee 
a ary = = I 


ne peut étre satisfaite pour aucune valeur réelle de « et de y tandis 
que 


qt ye t 
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admet des solutions 


Noe a Oe Vie—nO 

25, Cia Ten pO 
at Ory y= 

[2 == .0, yeaa 


et n’en admet pas d’autre. 
Ces unités du corps sont donc 


+1, =f eV¥—1, —V—1. 


Ce sont les racines carrées de + 1, aussi dit-on que ce sont des 


racines de l’unité. 
Deuxiémement dans le corps k (\/— 3) le nombre entier 


est une unité si 


ce qui donne 
et+aoy+ y+ 


dont les solutions sont : 


1. “2=tl ‘== 0, 3. 2e2=1 y=—I, 5 C=O, Yomeees 
2. %==—1y—O0O, An t= — 1 yf car, 6.6 == (0 ¥ at. 
On a alors comme unités du corps 
I he I— / — 
EP SD Senin Se yan? 
2 2 


sous ces nombres sont des racines cubiques de l’unité. Pour tout 
autre corps imaginaire k (\/m) un nombre entier est de la forme 


c+ my 
dans le cas m = 1 (4) ou 


T+ ym 
D) 


Cis 


dans le cas m = 1 (4) le nombre est une unilé si 


2?) — my” =se 1 
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dans le premier cas ~ 


dans le second cas. Soit m = — | m | nous aurons 


eee ling. yt asi cte 


2 
(+h) =()ras 


On ne peut considérer que le signe +, d’ailleurs dans le premier 
cas | m | = 3, dans le second cas | m | = 7, on ne peut avoir 
d'autres solutions que 


c+ i, y=o 
a y =O, 


car dés que | y | = 1, le premier nombre est > 1 pour toutes les 
valeurs réelles de x. == 1 sont dans les seuls valeurs unités du corps 
imaginaire le plus général. 

Théoréme 2. — Dans chaque corps réel k(/m) il y a une infi- 
nité d’unités différentes de -— 1 et parmi celles-la, il y a une unité 
fondamentale ¢ telle que > 1, et que toute unité puisse étre 
mise sous la forme + ¢’, oi e est un exposant entier rationnel 


S 


quelconque positif ou négatif. 

Nous ferons la démonstration en deux parties : la premiére con- 
sistera 4 démontrer [existence d’unités différentes de + 1 ; la 
seconde 4 démontrer l’existence de l’unité fondamenlale <, ayant 
la propriété énoncée. 

La premiére partie consiste 4 démontrer que les équations 


ieee — iy a (Sr), (4) 


I 2 iD 6 wow 
nn. 


admettent des solutions entiéres pour toute valeur positive enticre 
dem, ou. qu’elles en admettent tout au moins si l’on prend le 
second membre avec le signe +. 

Soit d le discriminant du corps, et soit ©, ©’, avec la significa— 


, act Tete Vin a 
tion ordinaire + \/m pour m + 1, (4), ae Le pour m= 1 (4) 
SP Ge Ree Ne 


ftv oP = —_wy, 
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i fate, X <i seal 4 
sont deux formes linéaires et homogénes & coefficients réels et 
dont le déterminant 


Laos) 


=w—w' = Vd 


1— ow! 
est réel et positif, de plus 


" * . rs I—-m., 
if =2 —my? ou 4-my + mae Vo 


Soient x, %, deux nombres réels quelconques dont le produit 
est Yd, on pourra trouver deux nombres entiers rationnels x ety, 
qui ne sont pas tous deux nuls, tels que 


ay [fo] Se wy x 
6. | f |= |e«—w'y |< x. 


On déterminera d’abord deux nombres entiers et rationnels dif- 
férents de zéro ,, y;, tels que pour certaines valeurs quelconques 
des x par exemple. 


on ait 
|, ay, || Se, | ty —w'y, |x, 
et l’on fera 


ay = Ly Wi. 


Eusuite on déterminera x,, y,, entiers rationnels tels que 


| 
| 2, — vy, |<! 2 
2 | 2 
2Vd 
Le WV | << = 
| x, ye | fa, | 


et l’on fera 
ty == Wy -— WY, 


x, y, sont différents de x,, y,, et a différe de ~,. On continuera 
ainsi, et on formera la suite. 


LE CORPS QUADRATIQUE 107 
telle que - 
8 {> la (> 1]... 


et alors les idéaux (%,), (,), (Zs) ... forment une suite indéfinie 
didéaux dont les normes sont en valeur absolue plus petite que 
Vd. On a dailleurs démontré précédemment qu’il ne peut y avoir 
qu'un nombre fini d’idéaux dont la norme est inférieure & un 
nombre fini donné. Il faudra donc que dans la suite illimitée, on 
ait un nombre infini de fois des idéaux égaux. 

Soit par exemple 


> a Ly r > 
cest donc que = et ~ représentant Tun et l'autre un nombre 
r ay 


entier (non rationnel) des corps, soit 


Sy = Spy Ory 


ou ¢, est une unité du corps différente de += 1. Gomme de plus, on 
a en les valeurs absolues, la condition | ~, | >|, | il faut 
nécessairement que | ¢, | > 1. 

D’ailleurs dans un corps réel, la valeur absolue d'un | ¢, | n’est 
égale 4 1, que si ¢,== + 1. On aalors d’une facon générale 


le,(=|ed. ow. le -heylal et oy | 
et alors 


(S00) eae ee 


Cette conclusion nous monitve d’ailleurs que léquation 


x <i = 


ou 


©) Dm Apt cm 
Ela oC) fa ne a lis 


A laquelle on donne le nom d’équation de Pell. (*), admet tou- 


r 


(*) Voir A. Konen, sur Vhistorique de l’équation 1? — Du* == 1. Leipzig 
1901. Fermat a sans doute déja résolu cette équation dont les solutions faites 
antérieurement étaient sans doute perdues. (Lettre de Fermat a I’rénicle 1657). 
QEuvres de Fermat, t. Il, p. 333. 

Voir Gauss, Disg. arithm. V. Art. 198, 200, 201, 202. — Lecenpre, 
Théorie des nombres. — Scuuserr. Vorles., t. IL. Leipzig 1906. 
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jours une solution entiére. Ge que nous venons de dire ne permet 
pas de reconnattre s’il en est ainsi des équations 


2 2 4 l1—m., 
I my as ve + xy od er. Ee By, tae LS 


Nous montrerons plus loin (N° 24) qu'il y en a une infinité de 
valeurs de m pour lesquelles ces derniéres équations ne peuvent 
admettre des solutions entiéres et rationnelles. Par contre, on a 
trouvé dans certains cas particuliers les valeurs de m pour lesquelles 
elles admettent des solutions. (Voir n° 23 et 32). 

Nous allons voir que dans un corps réel que toutes les puissances 
positives ou négatives d'une unité¢,, nous donnent une infinité 
d’unités différentes. 

Si¢ est une unité 


n (<7) == [n (e)|* a em Le 
e¢ est une unité. Soit 


hse Ch Gea 


e* et e% sont différents. 
Si l'on pose 
e* —— 4 + Vw — y =v, 
forment une solution de l’une des équations (1) ou (2) soit pour 
le signe +, soit pour le signe — du second membre. 
A chaque unité ¢ dont la valeur absolue est < 1 correspond une 
Frye i 
unité = telle | ~ | Sk 
Si on admet que |’équation 


+} 


xz“ my? = — ff 


ou encore 


. I—m , 
e) ete ayaa Td 


X . 5 . — 
posséde une solution, c’est-a-dire lorsque le corps (Vm) posséde 
une unité ¢, telle que n (¢,.) —— 1, les puissances impaires de 


Sy ae Deed baithak : 
cette umité ¢?, e? ... donnent une infinité d’autres solutions 
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de cette équation, car n (e24+') = — 1. Les puissances paires 


e*, e ... donnent une infinité de solutions distinctes de 


S 2 4 Lin. 
x? — my? =-+ 1 co Ia the apets Bi — + 1 


Car 7. (698) = 7. 

On peut ordonner les unités dont la valeur absolue > 1, suivant 
la grandeur de leurs valeurs absolues, car si 7 et 4, sont de ces 
unités, on ne peut avoir | 41 | = | 7, | , c’est-d-dire 7, = —- v, les 
deux unités ne seraient donc pas réellement distinctes, il faut donc 
M1 >, OUN, < 7. 

On peut obtenir cette remarque par la considération directe des 
équations (1) et (2) qui déterminent les unités. 

Car si x,y, et x,y, représentent deux solutions entiéres, soit de 


oi —my?—=1, soitde x? — my*==-+1, 
Vi you entraine” 2%, 27, et Vy < gy Fy Sey: 
Si de plus 


2 a 2 Dee 
2 my, — +l, 2, — my; = =~ I, 


¥:2>Y¥_, donne x,>2, et y,<y, donne 2, <x,. 
Soit 
m=1(4) et y=a2+yi~m 


une unité du corps avec x; > 0, alors | i | > 1, quand y; est po- 
sitif. Si maintenant 


page, Vins Ng = 2, + Yam 


sont deux unités de cette nature y, > y, entraine | 4, | > (x,) et 
réciproquement. 

On obtient le méme résultat dans le cas de m= 1 (4) en écri- 
vant 


aaa vi) yi 
u=(e+t + vm 


et en remplacement dans le raisonnement précédent a; par 
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Résolvant maintenant les questions 


BP My a ae OU ay a esis 


pour le signe + du second membre et lorsque cela est possible 
pour Je signe —, et ordonnons les unités 7; telles que | y: | > 1, 
et dont l’y; est positif suivant les valeurs croissantes des y;, ces 
unités seront elles-mémes rangées par ordre de grandeur croissante 


he f<e..s. <cl my [<p ag he 


Soit alors | < | la plus petite de ces valeurs absolues, ¢ signera a 
un signe prés une unité bien déterminée du corps, je dis que¢ est 
une unité fondamentale. 

En effet soit 7 une unité quelconque et supposons | 4 | > £, on 
peut déterminer un entier positif e tel que 


(ee fi ge cers) 


c’est-a-dire 


Mais comme | ~ 


est une unité, etil n’y a pas d’unité dont la 


valeur absolue est comprise entre 1 et | ¢ | il faut que 


c’est-a-dire 


on montrerait de méme qu’une unité dont la valeur absolue < 1 


‘A A I ‘lt bat 4 
est égale 4 + ~~ . Nous avons donc montré que les unités du corps 


& 
se mettent sous la forme = ¢’, ou e prend toutes les valeurs entiéres 
et rationnelles. 

Dans le cas ott le corps admet les unités de norme — 1, il faut 
que l'unité fondamentale ait une norme = — 1, car si sa norme 
était égale 4 + 1, toutes les puissances de cette unité auraient une 
norme —= + 1. Soit 


€e—= 2 + yu ° 
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avec y positif, y et w, ou y et x +7 sont les plus petites solutions 


positives des équations 
a? — my? == + | 
ou 


== mt 


= Ss fig 
4 


Ee ol lon 


et cela pour le signe + ou le signe — du second membre suivant 
que 


n (e) =-+ I 
ou 
n(e) = —1. 
On pourra donc déterminer l’unité fondamentale par un nombre 


limité d’opérations, car on peut obtenir les solutions des opérations 
(1) ou (2) soit par des essais, soit par un développement en fraction 


continue. 
Supposons que l’on ne sache pas si la norme de l’unité fonda— 
mentale est égale 4 — 1. On cherchera y de norme + 1 avec la 


condition | 7 | > 1 et telle que | y | soit la plus petite solution 
en valeur absolue, et cela en déterminant la plus petite solution en 
valeur absolue de 


x? —my?=+ 1 


respectivement de 


Puis on posera 
qetkeFt—s (w+ yw). 


Suivant que cette équation admet des solutions entiéres x et y, ou 
non, c’est ¢ ou 7 qui est Punité fondamentale. 

On peut résumer ainsi les théorémes sur les unilés : 

Dans un corps quadratique les unités peuvent étre mises sous la 


forme unique 
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é étant l’'unité fondamentale et une racine de l’unité appartenant 
au corps, et ou ¢==-+ 1 pour tous les corps imaginaires et ot 


€ = 1, pour tous les corps réels. 
1° Exemple. — k (V3). 2 + V3 est une unité fondamentale car 


Péquation 


ot — 3ytaa bt 


n’admet de racine que pour le signe + au second membre 


formant la solution la plus petite en valeur absolue. On a d’autres 
unités par exemple. 


hse AS Hp == 8? == 20 = 19.3, 


f= >= 3— 3 


Pag hy3, eta 26 — 15 V3 


etc. Toutes les normes sont égales 4+ 1. 


2° Exemple. — k(V14) 


est la plus petite solution de 


x — ihy?=-+ 1 
e=15+A4/14 


est Vunité fondamentale car 


x — thy? = +1 
n’admet pas de solution. On a d’autres unités par exemple 
e—hhg + 120/14, & + 13455 + 3596 /14 
I bie 
—— = i) 4 14 


e? = 449 — 120714, <8? =: 13455 — 3596 74. 
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3° Exemple. — k(\/5) 


v4 ay —y?'—— ] 
admet 
«=o, yY=Il 
ona 
& —wW, n(:)=—1 
2 —= 1 + w, n(e?) = + 1 
eS) 4s, ney 1 
A SS 


On verra plus loin que dans le cas de m= (1) 4, que les deux 
équations 


admettent simultanément des racines pour le signe — au second 
membre. (Voir n° 33), 


23. Les corps dont le nombre des classes est impair. — 
Théoréme (1). Tout nombre entier ou fractionnaire du corps 
k (vm), dont la norme égale + 1, peut-étre représenté par le quo— 
tient de deux nombres entiers conjugués du corps, c’est-a-dire 


qu il peut étre mis sous la forme ie 
Y 


Démonstration : On peut toujours écrire pour tout nombre 
entier ou fractionnaire 


ou a, b, c sont des entiers rationnels. Mais comme n (%) = 1, a et 
b sont premiers entre eux, si l'on admet 4 priori que a, b, c n'ont 
pas de diviseur commun. 

Nous distinguerons deux cas : 


m=1 et m=#1 (4). 


(1) Hieert. — Zahlb, Chap. XV, § 54. 


Sommer. — Théorie des nombres. 8 
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1* Cas. — m + 1 (4), alors » = ym, et. posons 


c+ yw 


I 
(1) af («+ bo) =F 


Nous aurons pour calculer « et y, les deux équations linéaires. 


(2) (1) 2— my == 0 
(3) oa —(S+1)y=0 


Ces équations admettront pour x et y deux solutions entiéres et 
rationnelles différentes de 0, si leur déterminant A = o 


2 


a b 
(4) Am=—Gti+gm=1—n(2)=0, 


on pourra prendre 
I I 
(5) a ae (a + c), aa 


si ¢ est un facteur communaa-+ cet ab. 
2° Cas. m = t {h) 

I /in Vise nifan 
ty m Gitte] vm 


2 2 


eo = 
Soit encore 
I 
a - (a als bw) 
et posons 


ee re 


fale hs yo! 


b 
a On 
c 


(r) 


x et y salisferont aux deux équations linéaires 


ee eS 


i b va 
(3) fe —(S+1)y=o, 
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ces deux équations admettent encore un systéme de solutions 
entiéres et rationnelles si leur déterminant est nul, et on a en effet 
a, ab FF 1—m 
CS ae ent Aaa er eo =1—n(*)=0 
d’aprés l’hypothése. 
On pourra donc poser comme dans le cas précédent. 
I 


(5) t—=7(a+ch y= 5b. 


Dans les deux cas le nombre J 4 la forme suivante 


I 


w= [a+ e+ bo] =F (1 +9). 


os! 


Remarque : On peut en partant de la derniére équation, démon- 
trer ce théoréme plus briévement. 

Sien particulier % est un entier du corps, c’est-A-dire une unité, 
on peut prendre pour ‘y la valeur 1 + «¢. 

Voici une conséquence remarquable de ce théoréme. 

Théoréme (*). — Lorsque le discriminant d’un corps réel k (\/m) 
ne contient qu'un seul nonrbre premier, la norme de l’unité fon- 
damentale est égale a — r. 

Démonstration : L’'hypothése exige que m = 2, ou que m soit 
un nombre premier de la forme p = r (4). 

Soit ¢ Vunité fondamentale du corps. Admettons que 


n(e)=-+ I, 


d’aprés ce que nous venons de dire il existe un nomhre entier y du 
ie 
nl 
\ 
lité idéale (y) = (‘/') ou (7) = (7). 

Tout idéal du corps contenu dans (y) doit aussi étre contenu 
dans (7'). Mais comme le discriminant du corps ne contient qu'un 
nombre premier, le seul idéal ambige du corps qui est égal a son 
conjugué est l’idéal Ym (méme pour m= 2), et le nombre y ne 


corps tel que ¢ = -;. est un nombre entier pour lequel on a I’éga- 


nn 


(!) Hizserr. — Zahlb. Chap. XVII, § 68. P. Lessuns Direicuter a démontré 
ce théoréme d’une toute autre maniére. Voir ses ceuvres T. I, p. 224. 
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peut contenir d’autre facteur que Ym a part des facteurs entiers 
rationnels ou des facteurs unités. C’est-d-dire que 


(y) ==" Pou - yee na 
ou 


(y)=(¥m) ou y=nym 
ou 7 est unité dn corps =~ 1. Ona dans les deux cas 


4 /m 
— 7//m 


——— 


2255 GP 
et par suite ¢ ne serait pas une unité fondamentale comme nous 
Vavons supposé. 

Nous en déduirons un théoréme qui n’est qu’un cas particulier 
d’un théoréme fondamental beaucoup plus général que nous dé- 
montrerons plus loin. 

Théoréme. — Lorsque le discriminant d’un corps k (//m) ne con- 
tient qu’un nombre premier p, le nombre des classes h du corps 
est impair. 

Démonstration : Supposons que h soit pair, il y aurait alors cer- 
tainement un idéal non principal dont le carré est un idéal prin- 
cipal, soit * 


v~ il ii 21 


—e 


donnerait alors 7 ~ j/. On pourrait donc poser ;,—= @ ote est un 


Samed 


nombre entier ou fractionnaire dont la norme - 
1 al 
Si le corps est imaginaire 


n(4) == + 1, 


pour un corps réel 
n(%)==-+ 1 ou n(ia)=-+ 1, 


é étant l’unité fondamentale car 


Dans le cas ott 
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on peut poser ¢ = T dans le cas ou 


Y 
n(a)—=—1 onposera w=). 


=e 


Dans tous Jes cas j* + 1 entraine (j) = (yj)’. Tout idéal contenu 
dans Vidéal (j) est aussi contenu dans lidéal conjugué (yj)’, c’est- 
a-dire que (7/j) n’est divisible que par des idéaux ambiges et par 
des idéaux principaux rationnels. Le corps k (V— 1) ne contient 
que lidéal ambige (1 + — 1), tous les autres corps pour m= 2 
ou m= 1 (4) ne contiennent que l’idéal ambige ym (‘/) j = (a), 
ou = (4 /m) ou égal a (a(1 + y—1)) pour m = — 1. 

Dans tous ces cas on voit que j ~1, ce qui est contraire A 
Vhypothése. Le nombre des classes h est donc impair. 


24. Théorémes complémentaires au théoréme relatif 4 la 
réciprocité quadratique. — Nous allons d’abord faire certaines 
remarques sur quelques corps particuliers. 

I. Le corps 4 (V¥— 1) a déja été étudié par Gauss dans sa théorie 
des restes biquadratiques. 

Dans ce corps les nombres m sont encore décomposables en 
facteurs premiers que d'une seule maniére, i = 1, et les propriétés 
du corps sont trés simples. Nous allons chercher quels sont les 
nombres premiers rationnels qui se décomposent dans ce corps et 
quels sont ceux qui ne se décomposent pas. 

t. Lorsqu’un nombre premier p du corps &(/— 1) est égal au 
produit de deux idéaux p . p’ = (p), il n’est susceptible que d’une 
décomposition 


p=(@ + y=) @ —yV=7) 
c’est-d-dire 
Rea ys 


Le nombre p par hypothése est impair, x et y ne peuvent étre 
tous deux pairs et ne peuyent d’ailleurs avoir aucun facteur com~ 
mun. On ne peut avoir p= «* + y” que si est pair et y impair, 
c’est-A-dire que la condition nécessaire pour que p soit décompo- 
sable est p = 1 (4). 

2. Cette condition est d’ailleurs suffisante, autrement dit si p 
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est un nombre premier impair = 1 (4), p est un produit de deux 


facteurs dans le corps k. Nous savons que dans ce cas le corps k (Vp) 


possede une unité fondamentale <¢ dont la norme est — 1, c’est- 
a-dire que l’équation 
Cele Righaaces te 
(anes Ui Reptine ey 


et par suite la congruence 
(20 + y)? + 4 =0 (p) 


peuvent étre satisfaites pour des valeurs entiéres et rationnel!es de x 
et de y. Soit z un entier rationel tel que 


(3) az = 1 (p), 


et multiplions les deux membres de la congruence (2) par z*, nous 
verrons que la congruence (2% + y)* + 4 =o (p) est possible ou 
impossible en méme temps que X? + 1 == 0 (p). Soit X = a une 
solution de X?-+ 10 (p), nous savons d’aprés le n° 14, que lidéal 
(p) se décompose en deux idéaux premiers 


(p) = (p,a +¥—1) (p,a—¥— 5). 


Ces idéaux premiers seront d’ailleurs des idéaux principaux, et 

Yona 
p=(x+V—1y) (2 —y—1y). 

Comme un nombre premier p = 3 (4) ne se décompose pas 
dans k(V— 1), il en résulte que la congruence x? + 1 = 0 (p) est 
impossible lorsque p = 3 (A). 

3. Le nombre 2, qui divise le discréminant d = — 4 du corps, 
se décompose 


ode ey ies yaaa 
c'est-a-dire que 


Gy eae te ga we get al ale 


A Sie ae ene r 
1+ V— 1 et 1 —y— 1 étant des idéaux ambiges du corps. 
On peut énoncer les résultats que nous yenons d’obtenir sous la 
forme. 
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Théoréme. — Tout nombre entier positif rationnel p de la forme 
4n + 1 peut étre mis d’une maniére et d’une seule sous la forme 
d’une somme de deux carrés (') 


 eicigeiciae sale ik 


Comme cas particulier, ona : 
Théoréme. — La congruence quadratique 


x? + 1 =0 (p) 
nadmet de solution que si p est de la forme 4n + 1, ot encore un 
nombre de la forme «* + 1 n’admet que des diviseurs de la forme 


hn + 1. {Ce théoréme est généralisé plus loin]. 
Enfin on voit que 


eas =-+ 1 pour p=r (4), 


= —=—1 pour p=3 (4), 


Ce résultat peut d’ailleurs étre facilement démontré d’une ma-~ 
niére élémentaire, par exemple en partant de la congruence 


p-1 


Nous avons choisi la démonstration précédente, parce qu'elle est 
susceptible de la plus grande généralisation. 

On peut encore tirer de ce dernier théoreme une conclusion trés 
importante : Si m est un entier rationnel qui contient des facteurs 
premiers de la forme p = 3 (4), la congruence a* + 1 = 0 (m), 
et 4 plus forte raison |’équation indéterminée 


x — my?==—1 ou 2? + ay + sa , 


(!) Ce théoréme, dit & Fermat, a été démontré d’abord par Euler, 
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ne peut avoir de solution, c’est-a-dire que l’unité fondamentale ¢ 


d'un corps (ym) dont le nombre fondamental contient des fac- 
teurs premiers de la forme p= 3 (4) a toujours la norme n(é) = + 1. 


II. Le corps k(//2). — Tous les idéaux du corps sont des idéaux 
principaux. Voyons quels sont les nombres premiers rationels qui 
dans ce corps se décomposent en un produit de deux facteurs pre- 
miers du premier degré. 

t. Si p est un nombre premier impair qui se décompose dans 


kV, il existe deux entiers rationnels x et y qui satisfont a 
+ p = x — ay’, 


car sinous considérons |’ unité fondamentale ¢ = 1 + V2 ,n(é)=—I, 
et, par suite, les équations p = 2° — 2y*, — p = a} — 2y7 sont 
possibles ou impossibles simultanément, car si 
(p) = (2 +yVa)(@—y V2) 
de telle sorte que 
Fp ae ay*, 
on a aussi 
(p) = (2 + y V2) (1 + V2) (w@ —y V2) (1 — V2), 
c est-a-dire 
—— p= (@ + ay)? — a(a + y)? = af — ayt. 


Mais l’équation p = x? — 2y*, ou p estimpair, exige que « soit 
impair, y élant pair ou impair, ce qui nous donne la condition 
nécessaire p == 1 (8) ou p= 7 (8). 


2. La condition est suffisante, c’est-d-dire que si p= 1 ou 
p =7(8), p se décompose dans le corps k(‘2). 

Soit p, = p quand p = x (8), soit p, = — p quand p= 7 (8), 
on a dans les deux cas p, = 1 (8), et le corps k(yp,) a un nombre 


impair de classes h, car le discriminant du corps n’admet qu’un 
: : I 
seul facteur premier = p,. Soient 1, 0 = 1+ Vp, les nombres de 
& 2 
base du corps k(/p,), on a pour l’idéal (2) les décompositions 


(2) = (2,1 +) (2,1 +0/)=—p.p', 
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ou - 
(2) = (a, ) (a, 0!) = pep. 


Mais, comme d’aprés l’hypothése, le nombre des classes h est 
impair, il existe certainement un nombre impair 2g + 1 facteur 
de h, pour lesquels pvt, p’2e+! sont des idéaux principaux. 

On peut donc trouver x et y entiers et rationels, tels que 


port — (x =| yw), pera —- (x ate yw’) 
et 


5 9 ay ea 
ae 229+! — yx? 5 xy 28 ae aS Ps “ 


On tire de 1a 
et par suite 


admet des solutions. 
Soit z = a une racine de cette congruence, on a 


(p= (pr, a—V2) (rm, a+ V2), 


comme le corps k(\/2) n’a qu'une classe, les deux facteurs diffé- 
rents de (p,) sont des idéaux principaux, c’est-d-dire 


(Pi) = (x are df V2) (a Vf V2). 


I en résulte que la congruence x* = 2 (p) n’est possible que 
pour p = = 1 (8). 
3. Enfin pour le nombre 2, on a 


(2) = (V2) 


comme l'indique le théoreme général. 
Nous pouvons done énoncer : 
Théor’me. — La condition nécessaire et suffisante pour que 


x? — 2=0 (p) 


admette des solutions est p = + 1 (8). 
Ou encore un nombre entier de la forme .«:? — 2 n’admet que 
des diviseurs de la forme 8n = 1. 
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2 : . : 
Ou enfin a = + 1 lorsque p est un nombre premier impair 


de la forme 8n = 1. (5) = + 1 lorsque p= = 3 (8) 


III. — Des considérations analogues au sujet du corps k(y—2) 


nous donnent : 
Théoréme. — La congruence quadratique «* + 2 =o (p) admet 


des solutions pour p = 1, p = 3 (8), et n’en admet pas pour 
= 5, p =7 (8), ou encore 


(=e, Cleat 


sont appelées les lois complémentaires de la loi de réciprocité. 
Le caractére relatif au nombre — 2 suivant p se déduit d’une 
fagon plus simple de 


car 


25. Le théoreme de réciprocité quadratique relatif aux 
nombres premiers impairs. — Les développements qui pré- 
cédent vont nous permettre d’établir le « theorema fondamentale » 


de Gauss. 
Etant donnés deux nombres premiers impairs différents, nous 


allons chercher la valeur de eC La solution dépend d’un fait 


qu’Euler a remarqué le premier (Opusc. anal., I, 1783, p. 64), ce 
fait est le suivant. I existe une réciprocité entre la possibilité de 


w*—q=o(p) etde 2% —p=o(q). 
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Legendre a découvert ce fait & nouveau, en 1785, et l’a mis sous 


la forme 
()gaere 


Cette formule exprime, sous la forme la plus simple, la loi de 
réciprocité, Depuis Gauss, bien des mathématiciens s’en sont occu- 
pés. Nous suivrons, en principe, une démonstration de Kummer 
(2° démonst. Abhand. der kgl. Akademic, Berlin, 1861), voir Hilbert, 
Zahlb., Chap. XVII, § 68-69. 

Pour simplifier la démonstration, nous emploierons Ken notations 
suivantes : Soient p, g,... des nombres premiers impairs, ppp. --- 
désigneront des nombres premiers = 1 (4), 9q,q, ..- désigneront 
des nombres premiers = 3 (4). 

Dans notre démonstration, nous aurons a distinguer trois cas : 
Ps Po py tq, q- 


1 Cas. — Si la congruence 
x? — p =0 (pr) 


ej — + 1, p, dans le corps k(Vp) 


1/ 
pourra étre décomposé en un produit de deux idéaux distincts du 


1 degré. On aura: 


est possible, c’est-a-dire si ( 


(ps) —= (Pi a 6) (Pi, a+ w’) a pep. 


Mais, comme le nombre / des classes du corps k(\/p) est impair, 
le discriminant du corps n’ayant pas d’autre facteur premier que p, 
il y a toujours un nombre impair h, — 2g + 1, facteur de Ah, tel 
que les puissances d’exposant h,, de p et de p’, deviennent des 
idéaux principaux. Comme, de plus, la norme de l’unité fonda— 


mentale ¢ du corps k(V/p) = — 1, on peut poser : 


pet 2 yw) (ecb ye). 
c’est-a-dire 
2 D 
ponent hn 
d’out il résulte 


(ax + y)® — p. (2pi)? = 0 (p). 
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On en conclut, comme précédemment, que la congruence 


2? — p, = 0 (Pp), 
ou encore 


x* — py == 0 (p) 
est possible. 


Si donc (?.) =" I, on a aussi te — 


1 


ll en résulte de plus, que, si iS = 'L, P —— 1. Car, en 
1 


effet, si on avait es = + I, on auralt aussi (es) = + I, ce qui 


est contraire 4 l’hypothese. 
2° Cas. — Soit x? — p=o0 (q). 


Supposons (2) == 1, de telle sorte que g se décompose dans le 


corps k(yV/p), 
(q) =(q. a + bw) (q, a + be), 


nous pourrons encore remarquer que Je nombre des classes est 
impair, et que n(¢) = — 1, et que, par suite, on a, pour certains 
entiers rationiels, % et y 


qt — x af ae 5h 2. 

1 ( Be 4 hae 

ou, encore, la congruence 7? — '¢ = 0 (p) est possible en 
: D A g 

nombres entiers. Donc (") = + 1 entraine (4) Re et 


il nous reste 4 montrer que ey = I entraine (F) ee 


Si a = + 1, cest-a-dire si x? — q = 0 (p) est possible, 
a” + g =o (p) Vest aussi, car 


==) Ga) 


ou encore, on sait qu'il existe un nombre entier rationnel z, tel que 


z*> == — 1 (p); sidonc ona 


a* — y = 0 (p) 
(za)? — 29g =0 (p), 


en posant X = za, on voit que X* + q=0 (p). 
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ss q Acs i - . 3 
Comme (=9) = + 1, p se décompose dans le corps imagi- 


naire k(\/— q), et comme —q = + 1 (4), le nombre des classes du 


corps k(vy— q) est encore impair, et on conclut, comme dans les 
cas précédents, en tenant compte de ce fait, que la norme d’un 


nombre entier du corps k(y— q) est toujours positive, que la 
congruence 


a” — p = 0 (q) 
est aussi possible. 
En somme, si 


et si 


par conséquent, si 


et réciproquement. 


3° Cas. — On donne les deux nombres premiers ¢ et q,. 
q : —1 
Supposons a ee sait que = — I, et par 
‘11 1 
suite 


(—4) SS als 
vn 


Le nombre ¢, se décompose dans le corps imaginaire klV— q), 


et, comme — g = 1 (4), et que le discriminant du corps a un 
nombre impair de classes, il en résulte, comme précédemment, que 

%y \ 

(2) =} I 
vn 
: qd : pe vn 
Si it leans le raisonnement précédent ne donne plus “'- 
1 


D’aprés M. Hilbert, nous considérerons le corps k(/qq,). Pour ce 
corps, m= q.q, =1 (4) et d= qq,. Les seuls nombres premiers 
divisibles par des carrés d'un idéal premier sont q et q,. Posons 
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(7) = 4°; (4,) = 42; , gy, qq, Seront les seuls idéaux ambiges du 
corps, qq, est un idéal principal, et l’on peut démontrer que q et q, 


sont aussi des idéaux principaux. On en conclut Ja valeur de ( ea 


Soit ¢ l'unité fondamentale de k(\/qq,), on a n(e) = + 1, car 


= — I 
) =—TI, (=) = —1. Qn pourra done trouver un nombre 
i 
0. eee 
entier du corps @, tel que ¢ = 7; ou (~) = (@’). L'idéal « est donc 
tel que chacun de ses facteurs divise (’). Soit maintenant 7, une 


unité du corps telle que =7.a0u% =7 Vqq,, on aurait 


m fay ea 


— cies 
na 
1 9 V99: 


a qa 
es ee ee ou ee 


ce qui est contraire a l’hypothése que ¢ est une unité fondamen— 
tale. ~ ne pouvant étre divisible, 4 la fois, par q et q’, on ne peut 
avoir que 
(2) =(a)q,  (#) = (a), 
dans les deux cas 
qo~w tl, qi owt. 
Donc, pour les normes 
\2 
Se ge ee et eee 
SLB Onl (« =|— 4 h J 
a Agu = (ae + y)>— gay”. 
Ceci n’est possible que si 2” + y est divisible par q,, et on peut 
écrire alors 
+4 = qx? — qY¥Y? 
L’hypothése ( | = 1 va nous permettre de déterminer le signe 
1 
du premier membre, car on peut écrire 
qy¥? + 4 =o (1) 
me = 5 hq 0) (q1); 
l’hypothése exige que nous prenions le signe —, on a donc 


— 4 — qd? eo qY’, 
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c’est-a-dire ah 


qX?=—4(q), X? = — hq (9), 


c’est-a-dire que (*) = + 1 entraine (=) = -+ I, et par suite 
4 


(2) = — 1, parce que (=) = 
q se » | g q = — I. 


On a donc, pour 


et aussi pour 


a Wns Sha Ga Ves. 
ie 2 (B) =o, 


ce qui démontre la loi de réciprocité pour les nombres premiers ¢ 
et q,. Ona donc, en somme, le théoréme : 


(2) (2) = (—1) oe ee 


qeP 


p et q représentant deux nombres premiers impairs quelconques, 
ce théoreme est complété par les deux théorémes suivants : 
r® Théoréme complémentaire : 


farses 


2° Théoréme complémentaire : 


Bacar 


Fermat connaissait déja ces deux théoremes. Le premier a été 
démontré, pour la premiére fois, par Euler, en 1783, le second, par 
Lagrange, en 1775. Gaussa découvert le premier théoréme complé- 


mentaire en 1799. 
Nous allons appliquer cette loi de réciprocité. 
Nous allons pouvoir facilement déterminer la valeur de (2), m 


étant quelconque, et p un nombre premier. 
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7 = 1 (3), donc (2) = (3) — + 1, donc enfin (=) = — I, et 


a7 6 
par suite lal =| ——s 


Ay 
2. ep 


Sa 
JooShs 
ee 
| ll 
ee 
as ale 
wee - 
\ ae 
Cea es 
ae als 

Se 
| -~ 
ae 

See 
ew 

a 

alo 

Ss 


ne 
alll Son 
sya 
Se 

| 

| 

= 


: ; 27\ ANE cake ; 
On aurait pu dire ee = (=) et ainsi de suite, ou 
/ / 


(2) ==") =(2)= (3) =@)=—+ 
eS] a7 OTN 7 7 

Jacobi a généralisé le théoréme de réciprocité sous sa forme 
symbolique, cette généralisation nous sera utile plus loin, 

Soit p, g, r ... des nombres premiers impairs, a un nombre 
premier avec chacun d’eux, posons par définition 


rat) = GG) 0) 


on a, pour tout entier impair P 


De plus, si P et Q sont deux nombres premiers impairs, 


Pa Ot 


()(R) <0 
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La démonstration, que nous ne donnerons pas ici s’obtient par 
la méthode d’induction. On y parvient aussi en partant de 


P= [(p —1) + 1] [Pi — 1) +1)... [(p, — 1) + 1), 
c’est-a-dire 
Cee tate tye (pe ty es (pee 


ou a est un nombre entier rationnel. 


I] faut encore ici traiter & part le cas général et les cas complé- 
mentaires. 


26. La représentations des nombres par des sommes de 


carrés. — Nous allons déduire, de la théorie des idéaux, quelques 
théorémes bien connus. 
I. — On a montré, au n° 4, que dans le corps Ey 1), tout 


nombre premier p, de la forme 4n + 1, et le nombre p = 2, nest 
susceptible que d’une décomposition essentielle de la forme 


(1) Ble + ye V—*y). 
les facteurs de toute autre décomposition ne pouvant différer de 
ceux-ci que par des racines de l’unité + 1, + Y— r. Autrement 


dit : tout nombre premier p = 1 (4) ou p = 2 ne peut étre mis que 
d’une facon sous la forme 


(2) p=x +’. 


Legendre avait déja montré comment on peut trouver # et y, 


dans le développement de yp, en fraction continue. Dans bien des 
cas, on obtient tout aussi vite x et y par des essais. Ce qui suit per- 
met d’abréger ces essais. 

De p= a + y’, on déduit 


(zo)? 4+- 1 =0 (p), 
y étant premier avec p. Soit w une racine de la congruence 
X? + 1 =0(p), 


x est un diviseur d’un des entiers w + ap, qui est < p, et que l’on 


Sommer. — Théorie des nombres. 9 
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peut supposer < 9 _ il suffira donc de prendre pour @ des 


nombres tels que w +- ap soit compris entre 


mh p. e ae 
B/E. +2y/2 


Soient p, p, deux nombres premiers de la forme 4n + 1, on a 
dans k(¥— 1) 
p = (« + V— 19) (@ —V—1)) 
Pi = (1 + ees (a, — V— ry), 
on a done 
pi=le + VEU ety 1p) o— aaa alaeriyy 
[ay —yyi+ (ny +ay,)V—r | [ ear, —yy,—(asy-+ey,)¥—t], 
(3) ppr=(X +V¥—1 Y) (XK—Y—1 Y) =X? 4 Y?, 


ou 


ppi=(e+V—ry) (ts —V— 191) (@-V—1y) (e: +¥— 191) 
= | a2) +yy.+(e,y—ay,)¥—1 | [22 +yy.—(ay—ay,) V—1], 
(4) ppr=(Xi +¥—1 Yy) (Xi —¥—1 Y,) =X} + Yi, 


pp; nous apparait comme la norme de deux entiers du corps, 
pp, peut étre mis, de deux fagons essentielles, sous forme d'une 
somme de deux carrés, les formes (3) et (4). 

Pour pe}, ona 


ap = (1 Seals) (1 ahs 4 (a it Secale) a ry), 


mais comme 1 + /— 1 = — 1 (1 —/—1), 2p ne peut étre 
mis que d’une seule maniére, sous forme d’une somme de deux 
carrés. 

On peut étendre ces considérations 4 un nombre quelconque, et 
on obtient (comme le lecteur pourra s’en convaincre lui-méme) le 
théoreme suivant, établi par Gauss ('). 


(1) Disquis. arith., V, 182, 


Se 
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Théoréme. — Tout entier rationnel positif 
o— ee Oe att +++ Dy, 


qui contient les facteurs p, ... py de la forme 4n + 1, avec des 
exposants entiers quelconques, et ot Q est un produit de nombres 
de la forme 4n + 3, avec des exposants pairs, peut étre mis de 
plusieurs facons, sous la forme de deux carrés 


C2" + y’. 


Si l'un des facteurs e,, e2, ..., ey est impair, on a 
I 
k= - (e, + T) (e, a 1) =OC (ey er 1) 


décompositions distinctes, et si tous les exposants sont pairs, il y 
I 
enakE+ >: 


Dans le cas 01. Q contient un facteur premier dela forme 4n + 3 
4 une puissance impaire, @ ne peut jamais étre mis sous la forme 


a= 27 + ¥?. 


La réciproque de ce théoréme permet de reconnaitre si un 
nombre de la forme 4n + 1 est premier. 

Remarque : Gauss (‘) a donné une solution intéressante et simple 
de l’équation 

a 

pour p premier. 

Soit p = 4n + 1, « le nombre impair, y le nombre pair de la 
décomposition, et si de plus 


q=1.2...N, 


r (n+ 1)(n + 2)... an, 


i 


oad ie 
+ @ est le plus petit reste obtenu en divisant aq PEP: et y, le 
a ies 
plus petit reste obtenu en divisant 37 par p- 
oe ee a a ee EN ee 2 


(1) OEuvres, t. I, p. 89-91. 
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II. — Le corps k(Y— 2) n’a d’autres unités que + 1, et le 


nombre des classes h = 1. Le nombre premier p = 2 = — («ee 23 yr 
et tout nombre premier de la forme 8n + 1 ou 8n + 3 ne peut 
étre décomposé, que d'une manitre essentielle, en un produit de 
deux nombres premiers distincts 


p= (@=V—2y) (@ +V— 29). 


Autrement dit : 
Tout nombre premier positif p, de la forme 8n + 1 ou 8n + 3, 
ne peut étre mis que d’une manieére, sous la forme 


pea? + ay’) 


x et y étant des entiers rationnels. 


III. — Dans le corps k(vy— 3) h = 1, et tout nombre p est 
décom posable d'une seule manicre essentielle, lorsque (=) == EE. 


ce qui n’arrive que pour les nombres premiers dela forme 3n + 1. 
Soit p un pareil nombre, 


salle fests ® ate se ce | 


2 


admet toujours une solution unique, telle que « soit impair et y soit 
pair. Soit 


p= (a+ bw) (a + bw’), 


a et b ne peuvent étre tous deux pairs, sans quoi le second membre 
serait divisible par 4. Les unités du corps sont = 1, o, w/ dans le 
cas ou a est impair et b pair, la condition est remplie par 


(1) a+ bw, 
dans le cas ou a est pair et b impair, la condition est remplie par 
(2) (a + bw) w!. 

Enfin si a et 6 sont impairs, elle est remplie par 


(a + bw)w = — bw + (a + b)w, 
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c’est-A-dire que pour p = 1 (3), il n’y a qu'une décomposition de 
la forme 


= (ar, Beye V3) (wy we V3), 


ou encore, tout nombre premier rationel p, de la forme 3n + 1, ne 
peut étre mis, que d’une maniére, sous la forme 


Praia oe iy 


On pourrait étendre ces théortmes, 4 la représentation de 
nombres non premiers, par les formes «? + 2y*, x? + 3y, et on 
pourrait aussi déduire, de la théorie des idéaux, d’autres représen- 
tations particuliéres de nombres, par des formes x? + my’, nous y 
reviendrons plus tard, aux n* 35, 36, 37. Nous nous conten- 
terons de ces exemples. Mais nous allons tirer quelques conséquences 
de la théorie des formes réelles. 

Considérons le corps k(V/2), pour lequel h = 1. 

Dans ce corps, les nombres premiers p, de la forme 8n + 1, se 
décomposent. Mais, comme ce corps contient une infinité dunités 
qui s’obtiennent en formant les puissances de l’unité fondamentale 


1 + 2, la décomposition unique en idéaux premiers 


(p) = (2 + y Va) (e@ —y Va) 
nous donne une infinité de représentations de + p, sous la forme 
x? — 2y”, car sl 
Pie 2" — 2y2, 
ona 


— p=(e + ay)? — a(a@— ¥)’, 


ou 

— p = (# — ay)? — a(@ — y)’, 
car 

—p=(x-+yVa)e.(2—yVa)e. 
de méme 


pesieerey ha G2, VR) 
p= (8e -+- Sy)? — a(ax + d3y)*. 


On a donc le théoréme : 
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Tout nombre premier positif ou négatif, qui pris positivement 
est de la forme 8n + 1, peut étre mis d’une infinité de fagon sous 
la forme 


x? — ay?, 


et ces différentes formes se déduisent de l’une d’entre elles, en em- 
ployant les unités = ¢* du corps. 
On peut énoncer quantités de théoremes analogues. 


27. Le symbole d'Hilbert pour les restes normiques. — 
Nous allons entreprendre une recherche assez longue, celle de la 
répartition des classes d’idéaux en genres. 

Il s’agit d’une classification empruntée a la théorie des formes 
quadratiques, telle qu’elle a été établie, pour la premiére fois, par 
Gauss. Il lui a consacré la plus grande partie de la sect. V des 
Disquis. arith. Ul considérait ces recherches sur les genres comme 
des plus belles et des plus difficiles de l’arithmétique supérieure. 

Nous déduirons, de cette répartition de classes en genres, une 
nouvelle démonstration du théoréme de réciprocité quadratique. 
Cette démonstration présente, sur toutes les autres, un grand avan- 
tage, elle peut étre généralisée pour les lois de réciprocité de degré 
supérieur. 

M. Hilbert a beaucoup simplifié l’exposition pour le corps qua- 
dratique, il lui a donné une forme qui restera longtemps classique, 
et cela au moyen d’un nouveau symbole, que nous allons définir 
tout d’abord. 

Définition : Soit p un nombre premier positif rationnel, et soient 
met n deux nombres entiers rationnels quelconques, m ne conte- 
nant aucun facteur carré. 

Si, pour toute puissance entiére positive de p, p’, n est congru a 
la norme d’un entier % du corps k (Vm), suivant le module p*, 
c’est-a-dire si n = n(¢((p*) pour toute valeur rationnelle entiére 
positive e. Nous conviendrons que 


Si, par contre, il n’y a dans le corps k (Vm) aucun nombre %, 
tel que n= n(%) (p), ou si la congruence n= n(Z) (p*) n’est pas 
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satisfaite pour toutes les valeurs entiéres ct rationnelles de e par 
des entiers % du corps, nous écrirons 


Dans le premier cas, n est dit un reste normique du corps k( Vm) 
suivant le module p; dans le second cas, il est dit un non-resle nor- 
mique suivant le module p. 

La raison essentielle de l’emploi de ce symbole, c’est qu’il peut 
étre soumis 4 des régles de calcul trés simples, analogues aux régles 
valables pour le symbole de Legendre. 

Avant de les expliquer, nous ferons les remarques suivantes : 

1. On peut toujours supposer que n est un entier sans facteur 
Carre, Cars 1 == a'n,, on a 


(sac) beg (* =) 
payee: P 


2. Parmi les p — 1, nombres incongrus du systeme 


in eee pa 


la moitié est formée de restes quadratiques, l'autre moitié est 
formée de non-restes suivant p. Désignons par 


ry, To, oes Pyp—ts 


les restes, et par 


Mg; Rg, «0+ Nps 


les non-restes quadratiques. 
Soit n un non-reste quelconque, parmi les différences 


dj=ry— nm, dh =n — Wo dyay = Tp — 
2 2 


il y a, au moins, un non-reste suivant p. 

La proposition est évidente pour p = 3. 

Soit p un nombre premier > 3, on voit tout Wabord que deux 
quelconques des différences dy ne peuvent étre congrues suivant p. 
Il en résulte, que deux des nombres dy ne peuvent étre congrus au 


méme reste. 
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Admettons que tous les nombres d,, d, ... soient des restes, on 


aurait 
dy = 1; (p), 
ou 
i Get ed (p) 
n==r,—r, (p) 


et de méme 
AES Tes, (p) 
n=r,1—Tr _, (p) 


oti les Pes co Phys coincident avec les r,, r, ... ’,-, pris dans un 


certain ordre. En ajoutant toutes ces congruences, il vient 


Po * in=0(p), 


ae ; —I 
ce qui est impossible, car P 3 et n sont premiers avec p. Il y a 


donc, parmi les différence d, au moins un non-reste. 
Si lon remarque de plus, que pour p > 3 (le cas de p= 3 
doit étre excepté), 


Peet pS) 


“i 
Dan? et Da sont = 0 (p), 


I 2 


on voit que parmi les nombres d; il y a au moins un reste. 
Désignons par r l'un quelconque des nombres r;, on démontre 
de la méme fagon que dans les suites 


mi—r, nor 


I 


Ne == Mm, 


il y a toujours des restes et des non-restes. 
Les opérations, sur le symbole de Hilbert, sont fondées sur les 
propriétés exprimées par les 4 théorémes suivants. 
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7 
Théoréme 1, — p étant-un nombre premier impair, qui ne divise 
aucun des deux entiers rationnels m etn, on a toujours 
n,m 
(A) ——j)==+ 1, 
Pp 


B n, p' bs. (P =) rk Ci : 

©) ( 1 ie a 

Sin et m sont tous deux divisibles par la premiere puissance de p, 
et ne le sont pas par p®, ona 


ag 

(C) ("=") St en P. 
Pp 

Démonstration : A. Soit d’abord 

m = 1 (4), 


le théoreme exige, tout d’abord, que la congruence 


n= 2? — my? (p), 
ou 


(1) x* — my? —n=0(p), 
admette des solutions entiéres rationnelles. 


En effet, si () == 1, & = <£ 1, on peut prendre pour y la 
valeur 0, et pour a, une solution de 


Si ia =+1, () = + 1, on peut écrire m = 2? (p), et la 
congruence (1) peut sécrire 
(2) x? — cy? —n=0 (p), 


on peut poser 


(3) r=" (p), 
(4) y= (PI 


on l’on remplacera n par son reste, par p si n est pair. 
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Mais la congruence (4) admet toujours une solution entiére 
pour y, parce que z est premier avec p, par conséquent (1) admet 
des solutions entiéres x et y. 


Soit enfin () =—I, (5) =e On remarque que my? par- 


court deux fois tous les non-restes de p, lorsqu’on donne a y les 
valeurs de 1, 2, ... p— 1. Si, d’autre part, on donne a x? toutes 
les valeurs des restes suivant p, il y a parmi les nombres «2 — n 
au moins un non-reste, la congruence (1) admet donc au moins 
une solution entiére x, y. 

Pour m = r (4) il faut que l’on puisse résoudre 


: 2 
n=(2+t)—™y(p), 


\ 


(1a) An (22 + y)? — my? (p). 


Des considérations analogues aux précédentes nous montreront 
que (1,) est possible. 

Aprés avoir prouvé qu'il y a toujours un nombre « du corps, 
tel que 


n = n(a) (p), 
il nous reste 4 prouver que, quel que soit e, il existe un nombre @, 
tel que 


n = n(a) (p*). 


Nous le supposerons vrai pour e 1, et nous le déduirons 


pour é. 


Soit #, = a + be un nombre entier du corps k (Vm), tel que 
n= 7(ai) (p* *), posons a= eps sty: bie ops fet cher- 
chons a déterminer u et v, de telle sorte que 


n==n(x + yw) (p’). 


Lorsque m = 1 (4) par exemple, u et v devront satisfaire A 
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Cette congruence admet toujours des solutions, car a et b ne 
peuvent tous deux étre divisibles par p. 


On verrait qu’il en est de méme pour m = 1 (4). 
La congruence n = n(a@ + yo) (p*) admet une solution au moins 
pour e = 1, elle en admet donc pour a = 2, 3, ..., ona donc en 


général 
( n, =| 
——— = I 
P 


B. Soit m = p la condition nécessaire et suffisante pour que 
les congruences 


(5) Sp Op, pe 
(6) (aa + y)? — py? — 4n=0 (p), p= x (4) 


soient possibles est (;) = 1. Sienfin n = p, la congruence 


a? — my® -~ p =o (p*). 
nest possible que si 
x? — my? =0 (p) 


m 


P 
("2 ) ie (2.2) as (*): 
Is P P 
Cette derniére égalité s’étend évidemment au cas ou soit m soit n 
est divisible par p, 
pee hai (Pm) a (™). 
iP p P 


C. Simetn sont tous deux divisibles par p, sans l’étre tous 
deux par p*, (m = pm,, n = pn,), les congruences 


est possible, c’est-a-dire si ( ) — + IL, par conséquent 


x? — my? —n =o (p%, 
(az + y)? — my? — 4n=0 (pes 


n’admettent de solutions que si ’on peut résoudre une congruence 
de la forme 
pX? — mY? — n, = 0 (p), 
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pour cela, il faut et il suffit que 


m,Y? + ny =0 (p), 
ou encore que 
(m,Y)? + myn, = 0 (p) 


soit possible, c’est-a-dire que 


\ 
| 
|) ee 


MS) 


c’est-a-dire que 


Le théoréme I est donc complétement démontré. 
Théoreme Il. — Lorsque m et n sont deux entiers rationnels 
impairs, ona 


(A) (ee pe ee 


Démonstration : Démontrer A, cela revient 4 démontrer que 


2 


(1) x* — my? —n=o0 (2°) 
admet des solutions pour m + 1 (4), et que 


\ 2 Ue ieee Cis - 
(2) tar iia, ape ew SSG (2°) 


en admet pour m= 1 (4). 
Démontrer B, c’est démontrer que 


(3) ax? — ay? — n =o (2°) 

(4) x? — ny? —2=0 (2°) 

ou que 

(5) a + ay + ~—" y? — 2 =0 (24), 


4 


suivant que n 4+ 1 ou que n= 1 (4) admettent des solutions. 


LE CORPS QUADRATIQUE tAr 


On reconnait tout d’abord que ces congruences sont possibles 
pour e = 1, mais que cela n’entraine pas la possibilité des con- 
gruences pour e > 2. Nous allons montrer que ces congruences 
sont possibles pour toutes les valeurs de e, si elles sont possibles 
pone ==. 

Soit « = a, y = 5, une solution de la congruence 
(1), (3), (4) a? — my? — n =o, (2°) 


[en réunissant les congruences analogues (1), (3), (4)|. supposons 
en outre que 


a? — mb? —n 
nest pas divisible par 2‘, et posons 
A Oe = by at ay, 
alors 
x? — my? — n= a? — mb? — n -1- 8(au — mbv) + 16 (u? — md’), 


c’est-a-dire que 


x — my? — n =0 (24), 
sl 
Oe 
ss 3 - + au — mbv = 0 (2), 
ce est-A-dire 
(6) au — mbv + 1 =0 (a). 


Mais la congruence (1) exige que a ou b soit impair, et les con- 
eruences (3) et (4) exigent que a soit impair, la congruence (6) est 
donc possible. 

On concluera de méme de la possibilité de a? — my? — n=0 (2°) 
pour e = 4, celle de la méme congruence pour e = 5, 6, .... 

Il est facile de voir que pour appliquer ce raisonnement a la 
congruence 3, ol m= 2, il faut légérement modifier les valeurs 
de x et y. 

On montre de la méme maniére, que les congruences (2) et (5) 
admettent des solutions pour toutes les valeurs de e > 3, lorsqu’elles 
en admettent pour e = Seo Olle —= i, y =p une solution de ces 


142 THEORIE DES NOMBRES 


congruences pour e = 3, on posera wx a+ 8u, y=) + 8v, il 
faut alors déterminer u, v de telle sorte que l’on ait 


Dib ny hi — eo (ah), 


2 P= 2s 
CN RE fe . Nits ai 


I 
° 
we 
we 


On serait conduit 4 résoudre 
av + bu + 1 =0 (2), 


qui admet toujours des solutions, car la congruence (2) exige que a 
ou 6 soit impair, et la congruence (5) exige que 6 soit impair. 

Pour reconnaitre enfin, pour quelles valeurs de m et de n, les con- 
gruences de (1) & (5) admettent des solutions quel que soit e, il 
suffit d’essayer pour met n toutes les combinaisons 1, 2, 3, 5, 7, 
dans les congruences 


x? — my* —n==0 (8), 


=) 
x? + ey + aE 7M == 0 10) 
Toutefois, pour déduire un résultat qui nous sera utile dans la 
démonstration du théoreéme suivant, nous donnerons aussi 4 m et n 


les valeurs 6. On obtient alors le tableau suivant : 


ou nous avons écrit, en face des valeurs de m, les valeurs de n cor~ 
respondantes rendant les congruences possibles. 
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Ce tableau nous montre que si m et n sont impairs, 


(A) ‘e =) ae ye < ae 


2 


de plus, si n est impair, 


Tn Fp (2 
Peel. tt or) ales a OU, —sak. 


suivant que n = + 3 (8) oun = 3 (8), ce qui nous donne 


@ Sey elt eae 


Le tableau peut aussi nous servir pour le cas de p=2,moun 
étant pair, ou met n étant pairs tous deux. 


Théoréme Ill. — Si m, n, m,, 7m, sont des entiers rationnels 
impairs, ona 


. (205) = (2) (2) 
(B) (me "| =. (=) ("), 


(Cc) (22m) (= MN, =m. 


/ 2 


Démonstration : A. On reconnait, comme précédemment, que 
la condition nécessaire et suffisante pour que 


x? — amy? — n= 0 (2°) 


soit soluble, est qu’elle le soit pour e = 3. Il suffira donc de prendre, 
pour 2m, et n, les nombres inscrits au tableau. 
Ce qui permet de vérifier 


ne—i , m—1 mi—t 


(2 2m) eee Sas ey tan 


2 


c’est-a-dire 
) es ae 


B. Pour déterminer la valeur du symbole | —)— ), nous consi- 


dérons deux cas, m = 3 (4), m=r1 (4). 


_ 
= 
= 
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B,. m= 3 (4). Le symbole d’Hilbert a la valeur + 1, lorsque 
x? — my? - any = 0 (2°) 


est possible pour toutes les valeurs de e. Ceci a encore lieu lorsque 
la congruence est possible pour e = 3, car dans ce cas les solutions 
sont des entiers impairs. 


Mais le tableau nous montre que 


si n= 1 (4) et m= + 1 (8), ou sin, = 3 (4) avec m= 1 (8) ou 


2n,, m‘\ 
m== 3 (8), ces formules réunis aux cas pour lesquels (7a) =—I, 


nous donnent 


m2-1  ny—1 = m—1 
pe poh aa fig Sa eS 
2} 


(2 a Ke @ m\ /my, m 
2 eae 2 


B,. m =r (4). Dans cette hypothése, il s’agit de savoir si la 
congruence 


c est-a-dire 


: = 
(1) e+ ry + aU an, = 0 (2°), 


ou si la congruence 


(ta) (a2 + y)? — my® — 8n, = 0 (a¢t?) 


admet des solutions ; on peut l’écrire 


(2) X* — mY* — 8ny == 0%), 
elle en admet toujours pour e, = 2, elle en admet pour ¢, == 3, si 
l’on peut satisfaire  (2,), X” — mY* = 0 (8). Réciproquement, la 


congruence (2) n’est soluble pour e, = 4 et e, > 4, que si X et Y 
satisfont 4 X*? — mY? = o (8) et non A X*? — mY2 =o (16), 
c’est-a-dire que X et Y ne doivent pas étre des nombres pairs, ét il 
en résulle que (2.) n’admet de solutions que si m= 1 (8). Iya 
alors des nombres « et y, solutions de la congruence primitive (1). 
Il s’ensuit, comme dans les cas précédents, que la congruence (2) 
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est possible pour toutes les valeurs de e,, ou encore que (1) est 


soluble pour toutes ies valeurs de e, dés que m =r (8), la forme 
de n, n’intervient pas, on a 


2n;, m 

( : ) =-+1 lorsque m=1 (8), 
2ny, Mm 

nae =-—1 _ lorsque m=5 (8), 


ou encore lorsque m = 1 (4) 


3 


2ny, m Mek 
u(y) e __ (2.m Bay 
2 2 one 


En résumant les deux cas m= 1, m= 3 (4), on voit que 


(B) (242) bas ie (Mm), 


2ny, 2m, 


C. La valeur du symbole ( 


congruence 


) dépend des propriétés de la 


(1) x? — amy? — an, = 0 (2°), 


cette congruence admet des solutions, pour les valeurs de e, qui 
sont telles que 


(tal amc? — (ama)? — 4myny = 0 (2°+") 


en admet. Ceci exige que x et 2m,y soient pairs ; soit donc x= 2X, 
Hey = \il vient 


(1) Y? — am,X? + myn, = 0 (224). 


A chaque solution de (1) correspond une solution de (1,) et 
réciproquement. C’est pourquoi 


{an,, 2m,\ = myny, 2M 
Sorat ae 


Théorbme IV. — Soient m, n, m,, mn, quatre entiers ration- 


Scmuen, — Théorie des nombres 10 
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nels sans facteurs carrés, et soit p un nombre premier rationnel, 


on a 
(A) (= S ™) 4-1, 
eat) 

4 eats 


U n,m 
D ' (eam) = (PR) ( ‘). 
e P P Y 
Démonstration : L’égalité (A) est évidente, car — mest la norme 


de /m, et on a pour tout nombre p, la congruence 


—m=n(/m) (p?). 


B. La formule (B) est vraie pour p impair, car si n et m sont 


premiers avec p, 
Oe Up m,n 
P P 

Si l’un des nombres m ou n est divisible par p, 
(2 ) a (). (Pe) = (=) 

P P P Pp 
(es) = (“). (Pm *) = (“)- 

P 2 P P 


Enfin si m et n sont divisibles par p’, 


En second lieu, la formule (B) est vraie pour p — 2. Le 
théoreéme [I nous montre que le théortme est vrai pour les cas 
ou l'un des nombres m ou n au moins est impair. Reste le cas 
de m et n pairs, © 


(a — (2%, 2m,\ ff — myn, 2m\ _—_— (— mr, 2\ [— mn, m, 
2 2 or 2 ery 2 2 
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Mais 


—miny—t |. my—t 


(=e) 


et comme il résulte de m, = + 1, n, =+1 (A), 


— mny — 1 my — my 
2 2 


I 
ie} 
S 
5 


c’est-a-dire que (B) est vraie pour p = 2. 
C. La formule (C) est vraie, tout d’abord, pour p impair, dans 
de cas ol: nn, est premier avec p. 


On a, ou bien 
(Mt) Bas coe (" ") (“*) 
ee P P 


‘dans le cas ou m n'est pas divisible par p, ou bien 


(Me pm) sia (™) xt (*) (2) = & Bes) (Abe), 


lorsque p = pm,. On le démontre de méme, lorsque nn, est divi- 


sible par p. 
Pour p = 2, la formule (C) est une conséquence du troisi¢me 
théoréme, et de ce fait que si m, n, n, sont impairs, 


(“i ) a (=) (um), 


Of 


comme nous le démontrons facilement, 


eo TNMs Tt Mise (i iy a) 
es (e ie i Cer 1) z E = > 


2 2 
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car, A cause de l’hypothése 


ona 


n—to m—1__nay—1 
: ——— pay 
2 2 2 ; 


et par suite 


in, Dy (% ay bie (Me m. 
( oy 2 ae 2 
nny, = ali (* 2 (% 2: 
2 ie \ a 2 ) 


s obtient par un calcul direct, en remarquant que 


n?n? — I n? — 1 nj —t 


8 Sees 


(2). 


D. La formule (D) se démontre en partant du symbole (an) 
et en lui appliquant la formule (B), puis la formule (C), puis enfin 
en appliquant a chaque facteur la formule (B). 

Si alors on remarque que (=) = + 1 pour tout nombre 
premier p, n étant la norme d’un entier ~ du corps k (ym), le 


théoréme LV nous donne 


28. Le systéme des caractéres d’un idéal. — Soit a un en— 
tier rationnel et soient fi, 2... 4 les différents nombres premiers 


rationnels qui divisent le discriminant d du corps k(Vm), d’aprés 
Gauss l’ensemble des ¢ unités + 1 


Goleta: 


est dit le systéme des caractéres du nombre a dans le corps k (Vm). 
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Pour étendre cette définition aux idéaux d’un corps, il faut faire 
une distinction entre les corps réels et les corps imaginaires. 

Soit (‘) aun idéal d’un corps imaginaire k(//m), on peut toujours 
-admettre que 2 = n(q) est un nombre positif, et nous désignerons 


par sysiéme des caractéres de Uidéal a du corps k(y¥m) Vensemble 
des r = ¢ unités + 1. 


n, TUNG ls ") n, ™). 
Grolenlmre 


Soit q@ un idéal d’un corps réel k(Vm), on établit d’abord le 
systeme des caractéres E du nombre — 1, et l’on distingue deux 
cas : 


1. Le systéme des caractéres n’est composé que d’unités positives. 

2, Le systéme des caractéres contient des unités positives et des 
unités négatives. 

Dans le premier cas n = n(z) est positif, et l'ensemble des 
r(= t) unités qui forment l'ensemble des caractéres de 7 est dit 
aussi l'ensemble des caractéres de a. 

Dans le second cas, soit /; un nombre premier tel que 


=)-— 


Z 


nous choisirons 7 = -& n(a), nous prendrons le signe + ou le 
signe — de telle sorte que 


ek 4 \ 
posons r = ¢ — I, et nous désignerons par sysleme de caractéres 


de a dans le corps /(/m) les r unités 


n,m (* ™) (","). 
i) so ot. Vahl 8 


Le systéme des caractéres d'un idéal principal n'est donc com- 
posé que d’unités positives. 
1° Exemple. — Le corps imaginaire elafome a1), d=— 84. 


— 


(1) Husert, Zahlber., § 69. 
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Nous avons a considérer les nombres premiers /, = 2, /,=3,1;=7- 
par exemple pour — 1, 


ee ee 


—iI1I,— =") 
sip ibs 
pour le nombre 3, 


PSB. EF2)(aen C52 -G)—— 


La norme de l’idéal ambigu (2, 1 + V/— 21), M=2,etona 


231) = ‘ 252k SCE : 3) — ; 
eSt)——. CSt)=()——. C58) 


Enfin soit a = (5, 3 + /— D1) ies), 


D,—31\ 5,—ar\  /9\_ 5,—at\  /5\__ 
(a )=on ("5 )=(3)= ban ae 


Pour tout idéal principal (~) le systeme des caractéres est évi— 
demment + 1,-+ 1, +1. 
2° Exemple. — Le corps réel k (\/34), d = 136, 1, =2, l, =17- 


anh 4-1, 4-1 | 17-1 
( ESB faery ae eT, 


iq . =A) = (=) =, 


il faut donc faire r — t — 2. 


Tout idéal principal admet comme caractére + 1, + 1. 


Soit a = (3, 1 + \/34), il faut prendre 7 = + 3, le systéme 
des caractéres de a est 


PB acuma—n (il) (S)=-s 


3° Exemple. — Le corps réel k(y/51 l= 204, (= 3, G==oe 
l, = 17, les caractéres de — 1 sont 


idrwiels) eo 
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Nous ferons /, — 3, r = 2, et nous aurons pour les caractéres 
d'un idéal principal-+ 1, + 1. 
Soit a= (5, 6 + \/51), 


C)-@-Gi=+ 


si l’on prend nr = — 5, on a alors pour a 


ee enc 


On a comme conséquence immédiate de ce qui précéde : 
Théoréme. — Tous les idéaux d’une méme classe ont le méme 


systeme de caractéres. 


Démonstration : Soient a et 6 deux idéaux du corps k (\/m) appar- 
tenant A la méme classe, c’est-a-dire qu’il existe deux entiers ~ et 6 
du corps, tels que 


Soient n(«) et n(@) les normes de & et de (3, et posons, suivant 
la définition des systémes du caractere de a . 


N=tn(sa), N, = -n(66), 


c’est-a-dire 


et comme 


pour p =, ... l,. Le théoréme est donc démontré. 
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29. La répartition des classes d’idéaux en genres. — Nous 
réunirons, en un méme groupe, toutes les classes d’idéaux possédant 
le méme systéme de caractéres, et nous dirons que toutes ces classes 
appartiennent 4 un méme genre. Le genre qui contient la classe 
principale est le genre principal. Son systéme de caractéres est 
composé d’unités toutes positives. 

Théor¢me. — Chacun des genres du corps k(/ m) contient le 
méme nombre de classes. 

Démonstration : Soient H,, H, ... Hy les classes du genre prin— 
cipal, et soit K une classe qui n’appartient pas a ce genre, alors 
1° les classes KH,, KH, ... KH; sont toutes différentes, et 2° elles 
appartiennent au méme genre. 


En effet, soient j, §,, §2 ... §, des idéaux appartenant respective- 
ment aK, H, ... H;, on ne peut avoir 


{91 -~ j§2. sans quoi on aurait =, ~ hp, 


on a donc aussi KH, + KH,. 
On a de plus 


(= ae n(j) - : n(§.), m Byes (=) nih ") (= ihe"), 


a l; 


et de méme pour 2, §; ... §;. Toutes les classes KH, ... KH; ont 
done le méme systeme de caracteres. 

Soit L une classe qui n’est pas comprise dans les précédentes, 
le systeme des caractéres de L ne peut ¢tre ni celui de la classe prin- 
cipale ni celui des classes KH, ... KH/. 

Soit fun idéal de la classe L et j un idéal de la classe K (et aussi 
de KH,, si H; est la classe principale). Soit (7) un idéal principal, 
divisible par j', il existe un idéal a, tel que 


OV i=aa oc, 
etona 
ae ge (= n em) 
(= am) — e “fh m) (= nm) " 
pour 
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Si L admettait le méme systéme de caractires que K ou que KH,, 
on aurait 


es I 


t 


“pour ¢ =1, ... r. Maisalors a appartiendrait 4 une classe du genre 
principal, et on aurait 


Le kee 


L serait donc une des classes déja considérées. 

Les classes KH, ... KH,, et celles—l& seulement, appartiennent 4 
un méme genre. On démontrera le méme fait, et de la méme 
maniére pour 


oie Li 


il est évident qu’en continuant ainsi, on épuisera toutes les classes 
didéaux. Le théoréme est démontré. 
On peut déja tirer de 14 des conséquences importantes. 


Lorsque le discriminant d’un corps k(\/m) ne contient qu’un 
seul nombre premier, le nombre des classes d’idéaux est impair, 
et le systeéme des caractéres d’une classe n’est composé que d’une 
unité, soit + 1, soit— 1. Il ne pourrait done y avoir que deux 
genres, mais comme le nombre des classes du corps est impair, 
toutes les classes appartiennent 4 un seul et méme genre, dont le 


systeme des caractéres est, soit + 1, soit —- 1. 
Théoreéme. — Soient n et m deux entiers rationnels sans facteurs 
carrés 


Ls) a 


We 


ou le produit IT s’étend A tous les nombres premiers rationnels. 
Démonstration : Tout d’abord, pour tout nombre premier p qui 
ne divise ni n nim 


On m 
ste) = oh E. 
IL P 
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Si n et m sont deux nombres impairs positifs et sans diviseur 
commun, il ne nous reste donc plus qu’a considérer dans 


te 


en plus de p = 2, les nombres premiers p, facteurs de n ou de m, 
ce qui nous donne 


TL(*5") = (°5") Gi) > Con) Gai) Gp 


ie 


Mais d’aprés la loi de réciprocité, généralisée par Jacobi 


2)(2)= (2) GG) Geo 


et comme d’autre part 


on voit que 


Soient encore m et n deux entiers impairs sans facteur commun, 
m positif, n négatif = — n, 


nt) <1 9")- 0) Cr) 


P 


le second facteur est égal 4 1. Le premier 
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Si nest positif et m négatif = — m,, 
n, — mM, — m, n\ 
| | —————_}| => | | caared = +- I. 
P TP 
P P 


Soient de plus n, m deux nombres impairs, qui n’ont qu'un 
facteur premier commun r, m=rm,,n=rn, 


my, m\ (my, nr — my, Ny aN ms 
IL p Niece ( 2 ) ( r ) (=) ie rik 


P 


On résout de méme le cas ot nr, m ont plusieurs facteurs pre- 
miers communs r,s.... ll ne reste plus qu’a considérer les cas 
ou 2 entre comme facteur dans |’un des nombres, ou dans chacun 
d’eux. 

Soit d’abord m impair et n pair, n = 2n,, ona 


Tipp ae DU Gidel Lor hr LL Gia 


P Pp P P 
mais 
\ m2—4 m2—4 
IG") ae (2.") o == (31) * 4(—1), gee 
P 
donc 


(22 m 
In;")-+" 
P 


je 


Soit nm impair et m pair, m = 2m,, 


at (™: ")) 
( pa 
n, 2my 
Te ie ee 
P 


p 
Soit enfin n = 2n,, m= 2m, 


ou, on a encore 


nes) mS IT(* a Il apo A I) 
m3) WC) eC") =P} 
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2,2 ; 
Il suffit de connaitre (27), car pour toutes les autres valeurs 


dep ona 


aa = + 1. 
p 


ae 1 ee A De ale 
Mais dans le corps / (\/2 ), 2 estla norme de 2 + \/2, c’est-a-dire 
(2.2) Pate 
2 


any, 2m 
i] sia Pa AEE ENE 
P 


le théoréme est complétement démontré. 


donc ona 


fl est vrai, qu’a la condition que l'un des nombres n, m, au 


moins, soit positif. Si n et m sont négatifs, n—=—n,, m=—™m,, 

== Mig == ia —I,—m mM, ——) 

II P )= IL( p ) IL Pp 

P P p 

2: ce te ae ea ye Br 

= ih P ) IL Pp ) ( 2 ) 
12 P 

Mais 


-—— 
| 

reds 
| 

= 

=~ SS 
| 
~ 


pour m et n négatifs, 


Le théoréme précédent nous permet de faire une remarque qui 
est fondamentale dans |’étude des genres. 


Soit n(j) la norme d’un idéal du corps k (\/m), la définition des 
systémes de caractére de l’idéal j, nous montre que la norme 
n = n(j) doit toujours étre prise positivement pour m néegatif, 
c’est-d-dire que lorsqu’on considére n et m, la condition que l'un 
des nombres au moins est positif, est toujours remplie. 
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Soil R= == n(f) Ja norme d'un idéal non principal, on peut 


poser 
a! ae 
TG )=106") 
P 


ott le produit II’ ne s’étend qu’aux facteurs premiers de 7 et de m, 
et (& p = 2, lorsque m et n sont impairs). 

Désignons par q,, q) ..- qv les facteurs premiers impairs de 7, 
qui ne divisent pas m, on a par suite de Lhypothese 


(a) - Goer (my a+, 


et-il reste 


ou le produit IT ne s’étend qu’aux facteurs premiers de m et aussi 
dans certains cas 8p = 2. 


fe Rage) a Rie ; 
Si done FH’ feaza) qui s’étend a tous les facteurs premiers p du 


discriminant du corps k (\/m), on voit que 


pour m= 3.(4),m=2 (4). 
D’autre part, si m= 1 (4), on a avec les mémes notations 


+ [n,m be eG ny mn ? 
i=T[{ ey = (NIT =) 
P 


Pp 


Le nombre 7 (pris comme norme d'un idéal) ne peut contenir 


le facteur 2, que Si 2 se décompose dans k(y/m), c est-a—dire 
lorsque m = x (8). En tenant compte des formules établies pour 


n,m ; = : Sy é oe 
(A"), on obtient que nm soit pair ou Lmpair, 
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. ee 
Si, de plus, on considére que le systéme des caractéres d’un idéal 
principal ne contient que des unit¢s positives, et si l'on remarque 


. n,m : ; 
que II" contient le produit de tous les (| qui forme le systeme 


des caractéres de j, on peut résumer ainsi les résultats précédents. 
Théoréme. —- Le produit des r unités d'un systéme de caractéres 
d'un idéal quelconque est toujours égal 4 1. Ou encore : un systéme 
de r unités + 1 ne peut représenter un syst¢me de caracteres d'un 
idéal du corps, que si le produit de ces r unités = + I. 
On peut imaginer 2”, combinaisons de n unités + 1. Poure=1, 


Iie) is iy Soit N le nombre des combinaisons pour e unités, 


pour e + 1 unités on aura N en ajoutant + 1, et N autres en ajou- 
tant — 1, c’est-d-dire 2.N combinaisons, donc pour n unités, 
2” combinaisons. 

Soit N, le nombre des combinaisons de e unités, contenant un 
nombre pair d’unités négatives, N, le nombre de celles qui en con— 
tiennent un nombre impair, on a N, + N, =N. Passonsa 2 + 1 
unités, le nombre des combinaisons contenant un nombre pair 
d’unités négatives sera N; + No, et celui des combinaisons en con- 
tenant un nombre impair sera également N, + No. Dans les pre— 
miéres combinaisons le produit des unités = + 1, le produit dans 
les secondes = —1. 

On voit donc qu’avec r unités = = 1 on peut former 2’~* com- 
binaisons de r unités, dont le produit = + 1, et ces combinaisons 
seules sont possibles comme systtme de caractéres de tous les 
genres possibles, d’ou : 

Théoréme. — Un corps quadratique k(\/m) conlient au plus 
2"—* genres différents. 

Ul s’agit de savoir si ces 2”~* genres existent réellement ; pour le 
démontrer, nous étudierons d’abord avec soin les classes ambiges 
du corps. 


30. Les classes ambiges. — En général deux idéaux conju- 
gués a et a’, d’un corps quadratique, déterminent, deuxclasses dif- 
férentes (réciproques) du corps. Les classes particuliéres qui, comme 
la classe principale, contiennent a la fois un idéal vet son conjugué 
a’, sont dites des classes ambiges. 
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Tout idéal j, d'une classe ambige, est donc équivalent 4 son 
conjugué, c’est-i-dire que 


Le carré A*, d’une classe ambige A, est toujours la classe prin— 
cipale, et quand le carré d’une classe est la classe principale, cette 
classe est ambige. 

Il est évident que toutes les classes qui contiennent des idéaux 
ambiges sont ambiges, mais on peut imaginer qu’il y a des classes 
ambiges qui ne contiennent pas d’idéaux ambiges. 

Pour trouver le nombre de classes ambiges, distinctes du corps, 
nous compterons d’abord les classes distinctes contenant des idéaux 
ambiges, puis nous ajouterons le nombre des classes ambiges qui 
ne contiennent pas d’idéal ambige. 

D’apres le théoréme concernant les diviseurs idéaux du discri- 
minant du corps, tout nombre premier qui divise le discriminant 
est le carré d'un idéal premier. Soient donc /;, ... /; tous les fac— 
teurs premiers différents du discriminant, et f;, f, ... f; les diviseurs 
premiers idéaux de ces diviseurs premiers, on ala ¢ idéaux ambiges 
distincts. 

Les produits deux 4 deux, trois 4 trois, etc., de ces idéaux pre- 
miers, sont encore des idéaux ambiges, et comme abstraction faite 


du produit de tous ces idéaux f; qui est égal & \/m, ona 


2'— 1, 


en tenant compte des idéaux eux-mémes, le corps quadratique con- 
tient 2‘ — 1 idéaux ambiges, c’est-a-dire 2‘ en y comptant 
Vidéal (1). 

M. Hilbert, voulant établir le nombre de classes distinctes, a tout 
d’abord introduit la notion suivante : 

Définition : Un systéme de classes ambiges est dit un systéme 
de classes ambiges indépendantes, lorsqu’aucune de ces’ classes ne 
peut étre exprimée par un produit de puissances d'autres classes 
du systéme, et lorsqu’aucune de ces classes n’est la classe prin- 
cipale. 

En ce qui concerne les classes indépendantes, provenant des 
idéaux premiers ambiges du corps, on a le théoréme fondamental. 
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Théor’me. — Les ¢ idéaux premiers ambiges, qui divisent le 
discriminant d’un corps quadratique k(\/m), déterminent : 

1° 1 — 1, classes ambiges indépendantes, dans le cas d’un corps 
imaginaire ; 

2° Ils en déterminent 1 — 2 ou ¢ — 1, dans le cas d'un corps 
réel, suivant que la norme de Vunité fondamentale est + 1 ou — I. 

Suivant les cas, le corps contient 2‘~’, 2'~? ou 2, classes am 


biges distinctes avec des idéaux ambiges. 
Démonstration : 1. Supposons d’abord que ke (\/m) représente 
un corps imaginaire. 


\ 


Pour. k (\/— 1); 


le seul idéal ambige du corps est 


fate Teor 


il y a une classe ambige, la classe principale. 


Pour k(\y/—2), 


et comme 


. 


yay 


il n’y a pas de classe ambige indépendante. 
e — 
On a le méme résultat pour k (\/— 3). 
Les deux corps k oe 1) eth (\/—3) sont les seuls corps ima- 


ginaires qui admettent des unités différentes de -E 1. Pour tout 


corps imaginaire, tel que | m | > 3, + 1 sont les seules unités. 
Soit (%) = (x + yo) un idéal principal ambige du corps ima— 
. . haa’ . 7 
ginaire /(\/m), il faut que 
ee yw == 6 (a ah yu’), 
cest-a-dire si | m | > 3, onaou 
(1) t+ yo =o + yu! 


ou 


(2) e+ yo == — L— yo. 
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L’égalité (1) n’admet d’autre solution que y=oet «=a, un 
nombre entier rationnel quelconque. 
Par contre, l’égalité (2) nous donne 


I, pour » = \/m, x£=0, y=b etenparticulier y =1, 
2, pour w= FEV, Bis — 3b, yy == 4b; 


d’oii il résulte que (1) et (\/m) sont les seuls idéaux principaux 
ambiges du corps. 


Si m = 1 (4) ou m= 2 (4), le produit de tous les idéaux am- 


biges du corps 
Uf, ... = (/m); 


sim = 3 (4), et si f, désigne l’idéal premier ambige contenu dans 


(2), ona 
G1, «te = (4m). 


Dans les deux cas, l’un des idéaux contenus dans (\/m), par 


exemple [,, peut étre exprimé au moyen des autres et de (\/m), de 


telle sorte qu’on obtient au plus ¢ — 1 classes ambiges indépen- 
dantes. 


On ne peut peut d’ailleurs avoir 
| I Ie 
lorsque m = 1 ou m = (2) (4), ou 
| Pe I emerge 
quand m = 3 (4) pour vy </ — 1, car on aurait alors 


Ad WIESE 
ou 


{, are I. owl, 


ce qui n’est pas possible, étant donnée la remarque faite au début. 
Par conséquent les ¢ — 1 idéaux [,, fy, ... f,_, engendrent ¢ — 1, 
classes ambiges indépendantes. 

Si de plus l’on forme les produits des ¢ — 1 idéaux f, — [,4,, 
2h 2, 3 A 3, etc., il en résulte un systeme de 2'~! — 1 idéaux 
ambiges, parmi lesquels il n’y a aucun idéal principal et tels qu’il 


Sommer. — Théorie des nombres. 1 
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n’y ait pas deux qui soient équivalents ; il y a donc dans le corps 
2'—', classes qui contiennent des idéaux ambiges. 

2. Soit k(\/m) au corps réel. Les corps réels se comportent de 
manitres différentes, suivant que l’unité fondamentale ¢ = + 1 ou 
= —1. Dans le premier cas n(e) =+ 1,ily a toujours dans le 


corps k(\/m) un nombre entier différent de 1 et de + \/m tel que | 


0. Casi, 
e==—, Dec = — resulte 
0. o. 


et (~) représente un idéal différent de (r) et de (\/m). Il n’existe 
pas dans le corps outre (1) (\/m) (z), et peut-ctre de l’idéal (\/ma) 
débarrassé de ses facteurs rationnels, qui soit indépendant des pré- 
cédents. 

Car soit (6) un idéal principal ambige du corps, il existe un 
nombre f tel que ie = + ¢f', mais comme a = ¢/z’/, le quotient 


(1) y=t dans le cas o 8 = + &f8', 


ae 


maf 


(2) (= dans le cas ou 8 = — ¢’8’, 


? 


est un nombre pour lequel ae + 1. Ceci n’est possible que si y 


est un nombre rationnel, il n’y a donc pas & part (1), (\/m), (a), 
et (\/mz) débarrassé de ses facteurs rationnels d’autre idéal princi- 
pal ambige indépendant de ces idéaux. 

En deuxiéme lieu sil’unité fondamentale a pour norme n(¢) =— 1, 
le corps quadratique n’admet que (r) et (\/m) comme idéaux prin- 
cipaux ambiges. 

Car soit (~) un idéal ambige principal différent de(r) et de (\/m) 
et qui n’est pas divisible par (\/m), on pose 

a 


© ree ete 
ee he Se Ge 
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de 1a il résulte n( ef) = + 1, et l’exposant f est pair, car 
n(g) = — 1. Soit alors 


/ 


Rg 


‘ = —_= f 
duet \ dans le cas ot f=o(2) et ote, 
= 
e? Pour dans leas f=tr(a) et ye 
(if : a 
pair, oe 
@) b= ag ‘ 
ia EC E : a f 
\/me? / f impair, Pini 
= ; iC 
( est un nombre entier tel que == + 1, ( est un nombre ration- 


ie) 
nel, c’est-a-dire que 


(2) = (1) et (2) = (/m) 


‘sont les seuls idéaux principaux ambiges. 

Les idéaux principaux ambiges d’un corps réel étant connus, on 
obtient comme précédemment le systéme'des idéaux ambiges non 
équivalents et les classes ambiges indépendantes. 

Lorsque le corps réel a pour norme n(<) = — 1, parmi les ¢ 
idéaux premiers {, ... {,, il yen a quis’expriment au moyen de fm 
et des autres, mais lorsque n(¢)—=-+- 1 il y adeux des idéaux premiers 
ambiges diviseurs de \/m ou de % qui s’expriment au moyen de \/m 
et de & et des autres. 

On obtient donc ¢ — 1 ou ¢ — 2 classes ambiges indépendantes, 
suivant les cas. 

Pour achever la solution de la question des classes ambiges, il 
nous faut encore savoir s’il existe dans le corps des classes ambiges 
qui ne contiennent pas d’idéal ambige, et 4 déterminer leur nombre, 

Soit un idéal non ambige d’une classe ambige du corps 


k (\/ m), et soit ‘y un nombre tel que 
i=il 
et que de plus 
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la classe contient certainement un idéal ambige, car comme n(y)=1, 
il y a dans le corps k un nombre entier (5, tel que 


ay 
| ah 
et par suite 
(j= OT 


(5) est donc lui-méme un idéal ambige, ou le produit d’un idéal 


ambige par des facteurs rationnels. 
On ne peut done avoir une classe ambige sans idéal ambige, 


que si (y)j = jf avec n(y) = — 1. Ceci n'est possible que pour 
des corps réels. Si dans un corps réel on avait n(/) =—1, lunité 
fondamentale étant égale 4 — 1, on aurait . 


n(ey) = -+ 1, 
et l'on pourrait poser 


B 


cy —— 


de sorte qu’on aurait & nouveau (/)j = ((')j’, la classe contien— 
drait donc un idéal ambige. 

Ces remarques faites, nous allons démontrer : 

Théoreéme. — La condition nécessaire et suffisante pour que le. 


corps quadratique ke (\/m) contienne une classe ambige ne possé- 
dant pas d’idéal ambige est que le systéme de caractéres de — 1 
ne soit composé que d’unités positives, et que la norme de l’unité 
fondamentale ¢ soit + 1. 

On obtient alors toutes les classes de cette espéce, en multipliant 
lune d’entre elles successivement par chacune des classes ambiges 
qui possédent des idéaux ambiges. 

Démonstration ; En vertu des théorémes sur les restes normiques, 
le systeme des caractéres de — 1 ne contient que des unités posi- 
tives, lorsque — 1 est la norme d’un nombre entier ou fraction— 
naire du corps. Réciproquement, si le systtme de caractéres de 
— I ne contient que des unités positives, tous les facteurs pre- 
miers rationnels de m, sauf le facteur possible 2, sont de la forme 
4n + 1, et mest la somme de deux carrés 


ace 
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c est-h-dire 


et l’on voit que — 1 est la norme d’un nombre entier ou fraction- 
naire du corps k (\/m). Ce nombre est nécessairement fractionnaire, 
s'il était entier il serait une unilé, et d’aprés ’hypothése, les normes 
des unités sont égales 4 + 1. 

Soit alors y un nombre fractionnaire de la forme n(y)=—1, 
mettons sous la forme de deux idéaux premiers entre eux, 


comme n(/) = — 1, 


Comme j et j, sont premiers entre eux, il en est de méme de j’ et 
de j,', et par suite j = j,’, donc jf’ xj, et j détermine une classe 
ambige. Cette classe ne peut contenir aucun idéal ambige, sans 
quoi on aurait n(y) = + 1, ce qui n’est pas le cas et ce qui n'a 
pas lieu non plus pour ey, car n(¢) = + 1. 

La premiére partie du théor¢me est donc démontrée. 

Soit j un idéal qui n’est pas ambige, mais qui détermine une 
classe ambige, et soient a, a, ... des idéaux ambiges appartenant 
aux différentes classes ambiges trouvées antérieurement, les idéaux 


jm, j@, . 


déterminent : 1° des classes toutes différentes ; 2° ils déterminent 
toutes les classes qui ne contiennent pas d’idéal ambige. 
Tout d’abord si |’on avait 


ja, oS) jo, 
on aurait 


1, Oy» 


ce qui est contraire a l’hypothese. 
Soit de plus $ un idéal non ambige appartenant 4 l'une des 


classes ambiges que nous cherchons, et supposons que J appar- 
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tienne pas A cette classe. I] y a dans le corps deux nombres ¥ et 7, 
tels que 


n(r( =n (1) =— 1 
et 
: =p a == 105 
c’est-a-dire 
ig wi 


; w ; F P 
mais comme n(Y'Js) SH, YY = GG étant un entier du corps, 


c’est—a—dire 


iS _ 
13 = 


cest-i-dire que (~%)j¥ est un idéal ambige, c’est-d-dire qu'il est 
Yun des idéaux a,a, ..., soit (%) jf =a, ona 


J ow fa ~ ja. 


Toutes les classes ambiges sont donc comprises dans celles que 
nous avons indiquées. 

|Remarque. — La premiére partie du théoréme pourrait s’énon- 
cer : m ne peut contenir d’autres facteurs que 2, et des nombres: 
premiers de la forme 4n + 1. Nous l’avons rattaché plus étroite- 
ment a la définition des systémes de caractéres]. 

Nous arrivons maintenant au 

Théoréme. — Tout corps quadratique contient 2”—! classes am- 
biges différentes. 

Démonstration: 1. Le corps est imaginaire, alors r= ¢, toute classe 
ambige contient nécessairement un idéal ambige, le nombre total 
des classes ambiges est donc 


gi-t — DViee ae 


2. Le corps est réel, on a trois cas 4 distinguer suivant le sys- 
téme des caractéres de — 1 et suivant la valeur de l’unité fonda- 
mentale. 


a) Le systéme des caractéres de — 1 contient au moins une 
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fois — 1. Dans ce cas r =t— 1. La norme de |’unité fonda- 
mentale —= + 1. Toute classe ambige contient cu moins un idéal 
ambige et comme le nombre des classes est 2‘~?, 2”~' est bien le 
nombre total des classes ambiges d’idéaux. 

b) Le systéme des caractéres de — r ne contient que des nombres+, 
la norme de l’unité fondamentale — — 1. Alors r=¢. Toute classe 
ambige contient au moins un idéal ambige et leur nombre est 


gi-1 — gras. 


c) Le systeme des caractéres de — 1 ne contient que desnombres +, 
et la norme de l’unité fondamentale = + 1. Alors r = 1, le corps 
contient 2‘~* classes ambiges comprenant un idéal ambige et 2'~? 
classes ambiges ne contenant pas d’idéal ambige. Le nombre total 
de ces classes est 2”—'. 

Il est trés remarquable que c’est 14 aussi le nombre que nous 
avons trouvé comme nombre maximum des genres. II doit y avoir 
un rapport entre le nombre des genres et le nombre des classes am- 
biges, c’est ce que nous allons démontrer. 


34. L’existence des genres. — Théoréme. — Si le symbole 


n, m 6 ° 
( . ) = -++ I pour les nombres n et m qui ne conlhennent aucun 


facteur carré quel que soit le nombre p, n est la norme d’un nombre 
enlier ou fractionnaire du corps k (\/m). 
é ' Bie TD 
Démonstration : Si ee = -+ 1 pour tous les nombres pre- 


miers p, l'un des nombres n et m au moins est positif. 
Si m est négatif n est positif, ce qui d’ailleurs est une condition 
nécessaire pour que n soit la norme d’un nombre du corps imagi— 


naire k (\/m). Si m est positif n peut étre négatif ou positif. 
L’hypothése exige que.n soit Ja norme ou d’un nombre entier du 
corps ou d’un idéal appartenant au genre principal, car pour tout 


. : . . as m 
facteur premier impair q de n quine divise pas m, on a (*) =-- 1, 
f; . : ° d dati m 
a 7 ~ = 
et pour tout lacteur premier impair g de n qui divise m q O, 


c’est-a-dire que n se décompose dans le corps (\/m). Remarquons 
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de plus que si n est pair n = 2n,, 2 se décompose pour m= 2, 
m = 3(4), et que pour m= 1 (4) 2 ne se décompose que si 


va tee (— i =—-+ 1 
2 ’ 


et si 2 se décompose dans k(\/m). 

Posons donc n = + n(j) ot j est un idéal du corps. 

Mais il résulte du théoréme fondamental établi au n° 16, que 
l'on peut choisir un idéal § de la classe de j tel que n(h) = m avec 


fines A ° . 
In,l<|y/ d| ; ~ étant un nombre entier ou fractionnaire, on a : 


j sz h, 
nem (f) =e in{a) nh) c= n(a)y ge 
Sin, = 1, le théoréme est démontré, sinon dans ce qui suit nous 


pouvons admettre que mn, est un entier rationnel sans factenr carré, 
pour lequel 


ii saint 
eer! 
Pp 
pour toutes les valeurs de p, c’est-a-dire que notre théoréme sera 
démontré pour toutes les valeurs de n, lorsque nous aurons dé- 
rs ; ie 
montré qu’il est vrai pour m quelconque, et n, tel que In, i<|yd! ; 
Si le théoréme est vrai pour n, et m cela veut dire que 
a ed 


Ree : 
i uu? — mv?’ 


x,y ne pouvant étre nuls a la fois, pas plus que u et v; ni non plus 
ax et u, y etv, dans ce dernier cas, n, serait un carré. 
On peut donc résoudre par rapport A m, et écrire 


x? — n,u? 
y? tax, nv? 


(* ™) bidet (* =) 
ee if 
Si donc le théoréme est vrai pour ni et m, il est vrai aussi pour 


met n, ou In,f<|y/al. 


a 


Mais 
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Si |m|> 4, \/d|<|m| et par suite aussi |n,|<|m!. 

D’aprés ce qui précéde : étant donnés deux nombres m et n, on 
peut toujours ramener le cas général au cas de deux nouveaux 
nombres n = m,, m = n,, qui sont inférieurs en valeur absolue 
a |m| tant que VA < m, c’est-a-dire tant que |m| ein 

Le théoréme se trouvera donc démontré d’une fagon générale si 
nous montrons qu’il est vrai pour les corps k (Vast) k Vee) 
k(\/+ 3), pour lesquels |m. ac ailhioe 

Tous ces corps ont un nombre de classes h = 1. Des considéra- 
tions analogues 4 celles que nous avons faites au début montrent 


que Vidéal (n) se décompose dans le corps k (\/m), dans le cas ot 


p 
la norme d'un nombre entier, car, pour les corps imaginaires, 


n est certainement positif. Dans le corps k (Vs 2) lunité fonda- 


mentale ¢ = — 1, et enfin dans le corps EQ/—33), on n’a cons- 
a 
tamment ("3") = + 1 que sin est dela forme () =<) Olt 


n,m . . 
= + 1 pour tous les nombres premiers p. Mais alors n est 


a th 


N=—=3ny | avec ( 3 \=+1 


c est-a-dire + n = 2°(3) ou n = x? — 3 y?, et de méme 

an, == 92" —3y". 
* Le théoréme est vrai pour les corps particuliers considérés, il est 
donc vrai d’une facon générale. On voit de plus qu’on peut I’étendre 


au cas ou n est quelconque, 
Nous ajouterons quelques exemples : 


1. Dans k(\/—1), 


«Tokay cia orate 
aa, p 


d’autre part® 
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oué=1I+ 2 est l’unité fondamentale des corps, 
(= la Ti a —nlv/o (1 eR yiey ht 
2 =alys)- 


3. Dans k(\/—2), 


5. Dans k(\/— 3), 


\ 


Dans k (7), 


(254) =r ee 
p wets 


On a considéré dans ces exemples tous les couples de nombres. 
pour lesquels |n]<|\/dn). 

Théoréme. — Toute classe du genre principal du corps k (\/m) 
peut étre représentée par le carré d’une classe du corps. 

Démonstration : Soit h un idéal appartenant 4 une classe du 
genre principal. Alors 


(= mth) ih 


P 
pour tous les nombres premiers p. D’aprés le terme précédent 


= n(h) =n(2), 
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. . . . ; Fi 
ou % est un nombre entier ou fractionnaire du corps k( V/ m), posons 


ou j et j, sont des idéaux premiers entre eux. 


Si j et j, sont premiers entre eux, il en est de méme de leurs 
conjugués jf’ et j,'. Mais 


ou encore 


ce qui n’est possible que si j = j,’ et j! = j,, c’est-d-dire que 
hiss ai ouencore § ~jf* 
nih Me 


Soit H la classe de §, et K la classe de j, ona 
H = K?, 


le théoréme est démontré, 
Nous arrivons enfin au | 
Théoréme. — Le nombre des genres dans le corps k (\/m) eae 
Démonstration : Soit h le nombre des classes, gy le nombre des 
genres, et f les nombres des classes contenues dans chaque genre. 
Ona 
hag -{- 


Soient H,H,, ... H,, les classes du genre principal, il y a f 
identités 
H, = K?, ... Hp =K3 
ou. K?, ... K? représentent des classes différentes. 


Soient A,A,, .., Ac les a= 2"~! classes ambiges du corps, om 
peut montrer tout d’abord que 


AOR RO a 


Kole R phagitanKpAd 
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if Lf ’ 
représentent toutes les classes et ne représentent chacune d’elles 
qu'une fois. Les classes sont bien différentes, car si ]’on avait 


KA, == KyAg, 
on aurait aussi 
Divs Ke? 
ke = Kz, 
ce qui est contraire & la définition des classes kh. 

Soit, d’autre part, C une classe quelconque du corps, CG? appar- 
tient certainement au genre principal et pour une certaine valeur 
dei: 

Cie Ke 


C : ; ; 
K ¢st alors une classe ambige, et l'on peut poser C = AK, de sorte 


que C se trouve certainemeut dans le tableau précédent. 
Ona donc a la fois h = gf et h = af, cest-a-dire 


Ue a x 

On a montré précédemment que le produit des nombres d’un 
systéme de caractéres est égal 4 + 1, et quil y aau plus 2”"* 
systémes de caractéres, on en conclura : dans le seul cas ou la con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme de r unités + 1 
représente le systeme des caractéres d’un idéal du corps, est que le 
produit de ces unités soit égal a 1. 

Nous allons déduire de l’existence des genres quelques consé- 
quences intéressantes. 


32. Applications du théoréme relatif 4 lexistence des 
genres. — 1. Lorsque le nombre des classes d’un corps est im- 
pair, toutes les classes appartiennent au méme genre, carona : 


ee ee eas 
si donc h est impair, il faut que g = 2""' = 1. 

Etudions quelques particuliers : 

2. Soit m = p un nombre premier positif ou négatif et soit 
m = 1, (4); alorsd = m, i = 1, r = t = 1, le nombre des 
genres est 2” = 1. Le corps ne contient qu’un idéal principal am- 
bige, et une seule classe ambige, la classe principale. Comme on 
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Va vu précédemment, le nombre des classes h est impair, et si le 
corps est réel, l’unité fondamentale est égale 4 — 1, 


Soit m = p, un nombre positif de la forme 4n + 3, alors 
d = hp, l,=2, 4, =p, 1= 2. Le systéme des caractéres de — 1 


est 
I, Pp I, p : 
(=)") =—TI, (=e = —1; 


= ——" Peake 


donc 


Le nombre des classes ambiges ainsi que le nombre des genres 
esl o° s= 1. 

En particulier f, = (2, ge \/p) est un idéal principal, autre- 
ment dit l’équation indéterminée 


admet toujours des solutions entiéres, et l’on peut assurer que 


+ 2 = «* — py’ en admet seule si p = 8n + 7 
— 2= x — py’ en admet seule si p= 8n + 3. 


On résout erm général ces équations par des essais. Souvent on y 
arrive plus rapidement comme dans le cas de + 1 = 4? — my’, 
en cherchant d’abord une solution de x? = 2 = 0 (p), soit w; le 
nombre « se trouve parmi les nombres x + pA, ow A est entier ra- 
tionnel positif ou négatif; il suffira de voir pour quelles valeurs 


5 Saw, WN. 
de ) ———— , c est-a-dire 
one 
2 ra + 2wh+peR=y’, 
c’est-a-dire est un carré. 
4. Soit m = — pun nombre premier négatif de la forme m = 3 
(4), ona r == t = 2. Le nombre des Paces h est pair, et le corps 


contient deux classes ambiges avec des idéaux ambiges. 

Les idéaux premiers ambiges sont a = (\/m), b= (2. I +'\/m) 
ou b 41. Silon pose n(a) =n =— m, n(b) =n, =+ 2, on 
obtient pour a et 6 les systemes de caracteres : 
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ou il faut prendre les signes supérieurs ou les signes inférieurs 


suivant que + p = : (8). Lorsqu’on a les deux signes +, la 


classe B appartient aussi au genre principal. Mais comme toute 
classe de ce genre peut étre représentée par le carré d’une autre 
classe, on peut poser B = K?, comme d’autre part B? = 1, on a 
auss. K* = 1, le nombre des classes du corps est divisible par 4, | 
c est-a-dire quis: est au moins égal a 4. 

Lorsqu’on a les deux signes —, B ne peut étre le carré d'une 
autre classe, et le nombre des classes est divisible par 2, et non 
par une puissance supérieure de 2. 

Désignons dans ces derniers cas [par HiH2 ... Hy, les classes du 
genre principal, f étant un nombre impair, les autres classes seront 


H,B, H,B, ... H,B, 
et par suite de B* = 1, ona 
qh, — Hi, Hy, — HH, 


ou i, p, v, +, sont des nombres de la suite de 1 a /. 

5. Soit m = pp, un nombre positif, et supposons que p et p, 
sont des nombres premiers positifs de la forme 4n + 1. Alorst—2, 
r= t, g = 2'= 2, le nombre des classes ambiges et des genres 
est 2, les idéaux ambiges sont : (p, \/m) : (p., \/m) oe) Vm; dans 
le cas o& n(¢) = + 1, le corps contient une classe ambige qui n’a 
pas d’idéal ambige, alors les trois idéaux que nous venons d’écrire 
sont des idéaux principaux, c’est-d-dire que 


admettent des solutions entiéres. Soit # —-+ z — = p, ilen résulte 


que 


admet des solutions entiéres. 
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Réciproquement, si ces équations admettent des solutions en- 
tuéres, la norme de l’unité fondamentale est + 1. 


ee ) . , . 
La condition (P) P,— + 1 est évidemment nécessaire pour que 
1 F 
Téquation indéterminée ait des solutions. 
D’ot le 
Théoreéme. — La norme de l’unité fondamentale du corps réel 
P 


k (\/m) o m = pp,, pp, étant des nombres premiers positifs de la 


forme 4n + 1, est égale 4’ — 1 lorsque (F) =— 1. 
1 


Lorsque (e) = + 1, cest-a-dire ee = +1, lunité fonda- 
4 


damentale ¢ peut avoir pour norme + 1 ou — 1, ainsi qu’on le 
voit par lesexemples k (\/145) ou (¢ = 11 + 2w avec n(e) =— 1) 
et k(\/221) ou (e = 7 + w avec n(e) = + r). 

Nous ne pouvons pas trailer ici le moyen de distinguer le cas ot 
n(é) = + 1 et le cas ou n(¢) =— 1; mais nous ferons d'autres 


remarques : par exemple, lorsque ( El = + I, et que le corps 
\F 4 


k(Vpp,) a un nombre de classes égal 4 2, la norme de l’unité 
fondamentale = + 1. 

Le résultat précédent peut encore étre énoncé ainsi, des deux 
équations : 


2 
f PP 4,2 
(1) p= (o+t)—My 
ou 
P| 2 
(2) +1=p(2)—»,(2) ; 


l'une, seulement, admet des solutions entiéres. 

On a des résultats analogues pour le cas p = 2 et p, = 1 (A). 

6. Soit m= qy, un nombre positif dont les facteurs premiers 
q et q, sont de-la forme 4n +- 3. Alors: m= 1(4), 1=2, 
ee b= 1g = T. Le nombre des classes est impair, 
car alors les idéaux ambiges sont tous des idéaux principaux, et 
il n’y a pas de classe ambige sans idéal ambige dans Je corps. 
L’équivalence 


ful 
(q, V/9q,) 1 
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exprime que, dans tous les cas, Vune des deux équations 


= Or — Gay 


admet des solutions entiéres ou rationnelles ; c'est l’équation ob- 


tenue avec le signe -+, lorsque (2) = +1; celle avec le signe — 
1 


lorsque | = — 1. (') 
rv 

7. Soit m = + pq un entier positif ou négatif avec p= 1, =3, 
(4),t—3 ou=2, onar=2. g =2; le nombre des classes est 
pair. 

Nous résumerons les cas particuliers que nous venons d’examiner 
dans l’énoncé du théoréme suivant : (*) 

Théoréme. — Le nombre des classes du corps k (\/m) est impair : 
1° quand m est un nombre premier positif ou négatif de la forme 
m ==1 (4); 2° quand m est un nombre premier positif de la forme 
hn + 3; 3° quand m = qq,, produit de deux nombres premiers 
positifs de la forme 4n + 3. 

Ce sont les seuls cas ou h = 1. Dans tous les autres cas h est 


pair. 


33. Les anneaux de nombres. — Nous ajoutons ici un cha- 
pitre complémentaire, pour exposer une notion trés importante, et 
dont nous ferons une application : la notion d’anneau de nombres 
dans un corps de nombres (°). 

Soient @, er  ... des nombres entiers quelconques du corps, 
on dit que l’ensemble formé par ces nombres, et l'ensemble de tous 


(!) Lorsqu’on connait une solution de = 4 = qx2 — qyy2, on peut, a l'aide 
des unités de k(\/qq,), en déterminer une infinité d’autres. On peut d’ailleurs 


démontrer que les équations = 1 gx — qyy* admettent des solutions, suivant 
que (a rare 
q1 


(?) Nous passons sous silence dans ces déductions une suite d’affirmations né- 
gatives au sujet de la non solubilité de certaines équations, etc. 

(8) M. Hirperr a donné & cette notion le nom de Zahlring (Zahlb., chap. IX). 
M. Depexinp, se rattachant 4 la nomenclature de Gauss, le désigne par Ordnung. 
Voir Uber die Anzahl der Idealklassen in den verschiedenen Ordnungen eines 
endlichen Kérpers, Festschr, zur Sdkularf, des Geburtstrges, von Gauss, Brauns- 
chweig, 1877. Kronecker avait introduit l’expression Integrildtsbereich, Ges. 


Werke, t. II. 
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ceux que l’on déduit de ces nombres par les opérations répétées 
aussi souvent que l’on veut, d’addition, de soustraction et de multi- 
plication, ou encore toutes les fonctions entiéres 4 coefficients en- 
tiers rationnels de «, @, y ... forment un anneau de nombres ou un 
anneau ou un domaine d'intégrité. 

Ilya une infinité d’anneaux dans un corps, et le corps luieméme 
est le plus vaste de ces anneaux. 

Soit m un nombre entier rationnel tel que m = 1 (4), on trouve 


comme nombre de base du corps k (\/m) wee ies La ques- 


tion se pose, quelle est la différence obtenue en remplacant le corps 
k (\/m) par l’anneau déterminé par 1, \/m. 

Nous désignerons cet anneau par r (\/m), et comme il n’y a pas 
de confusion possible tout simplement par r. 

On voit immédiatement : 

1° Tout nombre de l’anneau r est un nombre du corps k (\/m). 

2° Tout nombre de l’anneau peut étre mis sous la forme 


a+b V m, oua et b sont des nombres entiers rationnels. 


Les nombres 1, V/ m forment une base de l’anneau. 
3° Si @,, @, et ©,*, @," sont deux couples de nombres de base 
de r, il y a quatre nombres entiers rationnels r, s, ¢, u, tels que 


Eile = SU = Tr, 
et que 
* 
Oy, ==, += SW5; 


* 


. 
| 


tw, + UW»). 


wae 
I y/m 
li y/m 


que l’on peut écrire sous une forme plus générale 


L’expression 


d, = 4m, 


est le discriminant de l’anneau. On voit qu’il est toujours un mul- 
tiple du discriminant du corps. 
Un idéal @anneau est un systéme illimité de nombres de 


Vanneau 
fr = (a, B, Y, 0. Mae + AoB + Ay + -.-) 


Sommer. — Théorie des nombres. 12 
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tel que toute combinaison linéaire de nombres quelconques de 
l’anneau, avec des coefficients 4,, 4,, As, ---, appartenant a l’anneau 
soit encore un nombre du systeme. 

Il est évident que les notions de base d’un idéal de congruences 
suivant un idéal, de norme d'un idéal, d’idéal conjugué, de produit 
de deux idéaux, s’étendent & Vidéal d’anneau dans le cas particulier 
que nous avons considéré. 

Car, par exemple, soit j, = (¢, [, 7, .--) et soit i le plus grand 
commun diviseur des nombres rationnels de l’anneau. Posons 
a=a+b / m et désignons par i, le plus grand commun diviseur 
de tous les coefficients 6, une base de Vidéal peut toujours étre 
mise sous la forme 


l,i ty ym ou  — im = 0 (i), 
de plus n(j,) = tp. 
On ne peut cependant pas appliquer ainsi aux idéaux d’anneaux 
tous les théorémes vrais pour les idéaux du corps. 


Par exemple dans l’anneau r (/ — 3) du corps ki (y/ — 3) sdupeut 
étre décomposé de deux manicres distinctes en facteurs premiers 


5 splawly Aig) (ye Fie 


sans que pour cela dans l’anneau un des nombres 1 + V/ 3 ou 


! 


h 


I — V3 soit divisible par 2. Il n’y a pas d’identé de la forme 
1+ (/—3=2.(a+ b\/— 3), 

ou a et b sont des entiers rationnels, ni d’identité de la forme 
oS ( seh /— 83) (a Se by/— 8). 


Sil’on voulait obtenir la décomposition unique en facteur, comme 
on I’a fait dans les exemples antérieurs, c’est-a-dire en employant 
les idéaux 


jalar+V¥—3), jf =(2,.1-V/—3) 


on nvarriverait plus au résultat. Tandis que dans le corps le pro- 
duit j.{' est un idéal principal, dans l’anneau 


i eae at 2\/—3, aie a8, AN = Serena) (2, I ae ees) 


nest plus un idéal principal. 


LE CORPS QUADRATIQUE 


179 

En fait, l’idéal d’anneau (o, I+ vo 5) joue un role particulier, 
il est un idéal principal de k(\/— 3) égal & (2), et on peut en 
quelque sorte le considérer comme un idéal principal impropre de 
Yanneau. En tout cas, l’exemple de 4 nous montre que pour les 
idéaux d’anneau, la décomposition unique en facteurs premiers 
n'est plus vraie sans restriction. 

En général, un idéal du corps n’est pas aussi idéal de l’anneau, 
mais il y a évidemment une infinité d’idéaux du corps qui sont des 
idéaux de l’anneau. Le plus grand commun diviseur des idéaux du 
corps, qui sont aussi des idéaux de l’anneau [dans le cas particulier 


du corps k (\/m) Vidéal (2)] est le conducteur de l'anneau. 
Théortme. — Un idéal du corps j est un idéal de l’anneau 
lorsqwil est divisible par Vidéal (2), et dans ce cas-li seulement. 
Démonstration : Dans le cas ou j est un idéal du corps divisible 
par 2, fj = (2)j, j ne contient que des nombres de l’anneau de la 
forme 2a et a + b ee j est donc un idéal de l’anneau. 
Si, de plus, Vidéal du corps fj = (a, b+ cy/m) est aussi un 


ee I m 

idéal de l'anneau, a est pair, sans quoi le nombre a.) == a r+/m 
; 2 

contenu dans l’idéal du corps ne le serait pas dans l’anneau, et de 


: : : 1m 
méme b — c doit étre pair, sans quoi (b — c)w' + ¢ an sae 
serait pas dans l’anneau. Mais a et b — ¢ sont divisibles par 2, 


j lest par (2). 

I] résulte de 14 que (2) est le conducteur de l’anneau. Introdui- 
sons quelques notations dues a M. Hilbert. 

Soit j. = (¢, 6...) un idéal d’anneau et j = (¢, (3) le plus grand 
commun diviseur des nombres ~, (3... dans le corps k (\/m), c’est- 
A-dire que j est un idéal du corps; nous dirons que j est l’idéal 
correspondant a Vidéal j,. Lorsqu’en particulier j est premier avec 
le conducteur de l’anneau [(2) dans notre cas particulier], j, est dit 
un idéal d’anneau réqulier (*). 


ne 


(!) Pour l'introduction de cette notion nos recherches sont limitées aux 
idéaux d’anneaux premiers avec f. Ceci est nécessaire, Ex, : lorsque nous avons 
considéré Vidéal (2) ou (2, 1 + /— 3), nous avons vu que la décomposition en 
facteurs des nombres de l’anneau divisibles par 2 nous menait 4 des contradic- 
tions, D’autre part, dans la définition de l’équivalence des idéaux d’anneaux 
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On montrera tout d’abord, que les lois de divisibilité vraies pour 
les idéaux du corps s’appliquent aux idéaux d’anneaux réguliers, a 
condition de définir le produit et le quotient de deux idéaux d’an- 
neaux comme on I’a fait pour les idéaux du corps. 


Théoreéme. — Soit j un idéal du corps k (\/m) premier avec (2), 
il y a toujours dans l’anneau r (\/ m) un idéal j, auquel correspond 
Vidéal j. 

Démonstration : Soit 


j = (a, 6 + cw), 


et soient a et b + ce) les nombres de base de cet idéal. Si j est 
premier avec (2), a est impair et ¢ l’est aussi. Alors 


j- == (a, ab + 2cw) 
est un idéal d’anneau auquel correspond j. En effet l’idéal corres 
pondant a j, est 
j = (a, 2b + 2cew) = (a, b+ cw), 
comme 


—a(b + cw) + (2b + 20m) = b + cw 


Ca i 


est un nombre du corps qui appartient a l’idéal j, car est un 


nombre entier rationnel. Comme de plus a est premier avec (2), 
j, est un idéal d’anneau régulier. 
Théoréme. — Au produit de deux idéaux d’anneau réguliers, 


réguliers, on introduit les quotients de nombres entiers. Quoique ces fractions 
n’aient pas de sens en elles-mémes, leur emploi est en contradiction avec la 
définition de l'anneau, qui ne comprend que des entiers, M. Furrer, pour 
éviter cette difficulté, a introduit cette nouvelle définition de l’anneau d’un 
corps. 

Définition : Tous les nombres (entiers ou fractionnaires) du corps k (\/m) 
premiers avec f == 2, ou qui sont congrus & 1 suivant f, forment un anneau 
du corps. (Voir Journal de Crelles, t. CXXX, Le corps quadratique et la multi- 
plication complexe. Diss., Gottinger, 1903). 

C'est ainsi que l’anneau sert & la généralisation des notions d'idéal et d’équi- 
valence. L’addition n’existe plus. Cette définition convient aux applications de 
Varithmétique & l’algébre supérieure. On voit comment, avec cette nouvelle 
définition, il faut modifier ce qui précéde. 
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correspond le produit des idéaux du corps correspondant aux 
facteurs. 
Démonstration : Soit 


j=(a,b+ cw), h = (a,, b, + ¢,w) 
les deux idéaux du corps correspondant a j, et §,, 
j-§ = (aa,, a,b + ayew, ab, + acy, ...) 
correspond a 
jh, = (aa,, a,2b + aye + ajc Vm, aab, + ac, + ac,Vm, ate) 


A Vaide de ces deux théorémes on peut montrer que tout idéal 
d’anneau régulier ne peut étre décomposé que d’une seule facon 
en un produit d’idéaux d’anneau régulier. 

En effet, soit j, un idéal régulier et j l'idéal du corps premier 
avec (2), qui lui est attribué, j dans le corps k (ym) ne peut étre 
décomposé que d'une seule maniére, en un produit d’idéaux pre- 
miers, qui sont aussi premiers avec (2). A chacun des facteurs 
premiers correspond un idéal d’anneau régulier, et lidéal j est celui 
qui correspond au produit de ces derniers. Mais, par hypothése, 
j correspond a j,. j, est donc lui-méme le produit de ces idéaux 
d’anneaux réguliers. 

L’application des faits démontrés pour les idéaux du corps a ceux 
de l’anneau devient trés simple. 

Nous indiquerons les propositions suivantes : 

La norme d’un idéal d’anneau régulier n(j-) est égale ala norme 
de l’idéal du corps qui lui correspond, les théorémes relatifs aux 
normes subsistent. De plus : 

Deux idéaux d’anneaux réguliers a, et 6, sont dits équivalents, 
on écrit a, ~ 6, lorsque dans J’anneau il existe deux entiers & et 6, 


tels que ‘ = 3° et si lanorme n (3) est positive (’). 


(1) Cette restriction, au sens d’équivalence, évite de grandes complications 
dans les recherches ultérieures. On peut d’ailleurs apporter cette restriction 
dans la définition de l’équivalence pour le corps. On aurait pu, par exemple, 
simplifier le théoréme du chap. XXX. (Voir Hisert, Zahlb., 315 et 316). Le 
systéme des caractéres de l’idéal j est alors toujours le systéme de ¢ unilés 


1 ty 
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Tous les idéaux équivalents appartiennent 4 une classe d'idéaux, 
on démontre comme avant que le nombre des classes est fini. 
Pour les unilés on a: 


Théoreme. — Les unités d’un anneau imaginaire r (Ym) sont 
4 y yah ° . rule 
= 1, par contre, dans un anneau réel r (Ym) il y a une infinité 


d’unités qui peuvent s‘exprimer en fonction de l’une d’entre elles, 
lunité fondamentale ¢, sous la forme + ¢;. 


Démonstration : Il suffit de démontrer la proposition pour des 
corps et des anneaux réels. 


Soit ee =o (2), ou encore m = 1 (8), et soite =a + bo 


Vunité fondamentale du corps k (Vm), on déduit de 
ig i) 
n(s) = er =a? + ab + nap b?, 
que 0 est pair et que a est impair. Par suite 
b bine 
e—a-+ ss == Vm 
est une unilé de r (y'm), et l’on peut poser é, = é. 


: em I : : : : ARMAS 
Si, en second lieu re est impair, c’est-a-dire m= 5 (8), et 


si l’on désigne par ¢ = a+ bo l’unité fondamentale de n(¢) = 1, 
que ou bien 6b est pair et a impair, ou bien b est impair et a est 
pair, ou bien a et b sont impairs. Dans le premier cas on peut 


encore poser ¢, == ¢; dans les autres cas ¢? = B + Cw est une unilé 
de l’anneau, car 


C= 3ab(a ae b) sate, PE (: LE eas 


est pair, et l’on peut prendre ¢, = ¢°. 
La norme de ¢, est positive ou négative suivant que n(¢) == 8. 
Ajoutons ici une remarque au sujet de l’hypothese, que le 


nombre m de k (Vm) ne contient pas de facteur au carré. 
Abandonnons cette hypothése et soit m = f?m,, il y a deux cas: 


oe i : a bYm 
1. On peut considérer tous les nombres ambiere cee Gan | Car 


alors 


Vewee es I aa we Vim 
= = 


as 2 J 
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sont aussi des entiers, et le corps k (/ m), dans toute sa généralité, 
est identique au corps k ym, ). 

2. Si on ne considére que les nombres de la forme a + 6 /m, 
cela revient a l'étude d’un anneau du corps k(y/ m,), et cela sup- 


pose que l’on a étudié les corps dont le nombre fondamental ne 
contient point de facteur au carré. 


‘CHAPITRE III 


APPLICATIONS DE LA THEORIE DU CORPS QUADRATIQUE 


34. Le « dernier théoréme » de Fermat. — Fermat a énoncé 
le théoréme suivant : 

L’égalité 

om yh 2M 
n’est pas possible pour n >2, a, y, z étant des entiers rationnels. 
tous différents de o. 

(Okuvres de Fermat, t. II, observations sur Diophante, p. 291, 
II). Fermat ajoute qu’il a démontré ce théoréme. Mais dans ses 
ceuvres on trouve une démonstration (OKuvres, t. I, p.327, XXXII 
et p. 340, XLV), en ce qui concerne 


De coe fice da 


onwn’en trouve pas d’autre. 

Euler (*) est le premier qui parvint 4 démontrer le théoréme pour 
n = 3, plus tard d’autres mathématiciens ont démontré d’autres 
cas particuliers. Legendre (*) et Lejeune- Dirichlet (*) ont démon- 


(1) H. S. Sarr. — Collect. papers. Report I, p. 131, donne une notice 
historique approfondie de la question. M. Hilbert (dans son Zahlber, chap. 
XXXVI), donne la démonstration de Kummer considérablement simplifiée. 
L’auteur se rapproche considérablement de cette derniére qui lui semble la 
meilleure. 

(?) Lecenpre. —- Théorie des nombres, t. II, DP. ebonrs Pp. S4oret B02. 

(5) Ges. Werke, t. I, p. 1, 2r. Il s’agit den = 5. Dirichlet indique de plus 
des classes d’équations impossibles x* +- ay’ = 2%, etc, 
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tré Pimpossibilité pour n = 5, n = 11 et n = 1h, en s’appuyant 
Yun et l’autre sur des principes différents. 

Lamé I’a démontrée pour n = 7 ('). 

Kummer (’) parvint 4 démontrer le théoréme pour les exposants 
premiers n < 100. Outre les lois de réciprocité, ce sont ces 
théorémes qui incitérent Kummer a ses recherches et 4 ses décou- 
vertes sur les nombres premiers. On ne doute pas que les moyens 


actuels des mathématiques permettront la solution complete des 
problémes. 


a) Développements de Fermat. 


L’intérét historique nous engage a exposer d’abord l’idée fonda- 
mentale de la démonstration de Fermat et d’ Euler. 
Nous développons la démonstration de Fermat, de l’impossi- 


bilité de 


ot y* = 22, 


en suivant l’exposition de Legendre et en faisant Jes abréviations 
que nous permet l'étude de la théorie des nombres. 

Bien que « x* + yt = 2? » est impossible, cela signifiera qu’il 
n'y a pas de valeurs entiéres non toutes nulles de x, y, z, satisfai— 
sant a cette condition. 

On peut admettre que x, y, z n’ont pas de diviseur commun, 
une division Jes en débarasserait. 


Si 
(1 a ya 
était possible, il en serait de méme de 


(1,) ers WPS? 


D’aprés cela z ne peut avoir que des facteurs premiers de la 
forme jn + 1, et de plus z étant la somme de deux carrés, toute 


(1) Comptes rendus, 1847. Vol. 24, p. 310. , 
(2) Plusieurs articles du Journal de Creth: Journal, t. 17, fo. Monattsberichte, 
du k. Akad. d, Vissensch., Berlin 1847, April Abhand!, du k. Akad, d, Vis— 


sensch., Berlin 1857. 
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solution peut étre exprimée en fonction de deux entiers r et s sous 
la forme 


(3) ole re ian eee OY a OB es 


x, y, <n’ayant pas de facteur commun, ret s ne peuvent en ad- 
mettre, on peut de plus supposer r et s positifs. 
Considérons dés lors 


Cas T= 6 eh BY ors, 


comme r et s n'ont pas de facteur commun y est pair, et de plus, 
soit ret 2s, soit 2r et s sont eux-mémes des carrés. 
Soit par exemple 


at ee Se 
ona 
(i) ot == ut — Aut, 
équation satisfaite pour 
() uw 


(6) V7 00; 


ie Se i. 


l 


ou a et 5 sont des entiers (positifs) premiers entre eux, de (6) 
il résulte 4 nouveau que a et b sont des carrés. Soit donc 


a=f?, b=, 
Téquation (5) nous donne 
(7) uz == j ate Ue; 


cette opération est de la méme forme que l’équation primitive, mais 


car s = 1, et 


par suite 
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e (6) il résulte 
s 2 
a=ps, b= cp 


4’ 
y = 
jee Ga 


Soit y le plus petit des deux nombres de (1), nous pouvons dire : 
Si léquation (1) admet une solution entiére (positive), on peut 
déduire de cette solution un nouveau systéme de solutions (posi- 
tives) plus petites. On peut continuer ainsi indéfiniment. 


Mais ceci est contraire au fait qu'il y a qu'un nombre fini 
‘d’entiers inférieurs 4 un entier donné. 


L’hypothése que (1) admet une solution n’est pas admissible. 
Nous ajouterons ; 


1. La démonstration précédente montre que 
at + yt = zt 
est impossible, ainsi que 
ae ¥* == 2", 
et que d'une facon générale 
ae" ae yas — 22, 


2. Considérons deux des équations (3) de la démonstration 
précédente, elles ne peuvent étre salisfaites par des entiers ration— 
. , X 2 2 
nels x, y, z, r, s. Si donc l’on pose a la place de x 


PA 
=r —s; 
Pete $e 02h Aa SD 


ce qui est toujours possible, car x? doit étre impair et r+ set 
aul ‘ % 
r — s n’ont pas de diviseur commun, il en résulte 


ar 


! 
: 


3 3 
lente 
9 2 
riper sed 


2s 


I 


et par suite 


ay? == hrs = x} 


Done l’équation 


est impossible. 
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3. L’équation 
or ate y* = z' 
étant impossible, on ne peut trouver deux nombres r et s, tels que 
pe? == pha? 
22 = r2 = s?, 


l’équation 


que nous écrirons 
= at — yt 


est impossible. 

Fermat a donné de ce dernier résultat l’énoncé suivant : il n’y a 
pas de triangle rectangle dont les cétés soient mesurés par des 
entiers, et dont la surface est un carré parfait. 

Soient a et b les cétés, c ’hypothénuse, on aurait en nombres 
entiers 


xy ey 
forte sik y* 2 


| 


ou 
(e — y= 2 — Aft, 
(e+ yP?=2+ 4f? 
(o? — y*)) = 2 — (af)! 


| 


qui est impossible. 

Pour démontrer le théoréme de Fermat nous avons montré que 
lexistence d’une solution de ]’équation (1) entrainerait l’existence 
d'une infinité d’autres plus petites en valeur absolue. Euler a 
employé un procédé analogue pour démontrer que 


3 ote ys — 23 
n’admet pas de solution. 
Démonstration de M. Sommer. 


Si l’équation 
a3 athe y? — z3 
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est soluble en nombres entiers, on peut toujours admettre que deux 
des nombres a et y n’ont pas de facteur commun, car un pareil 
facteur diviserait le troisitme et on pourrait débarrasser l’égalité 


a yi — 78 


de ce facteur, par une simple division. 

Nous montrerons, tout d’abord, que l’un des trois nombres au 
moins, ©, y ou 2, est divisible par 3. 

Car si l'on suppose, par exemple, que 


Gee ea itO)ar ebay —= 12 (3); 


il en résulte 


on aurait donc 


2 
ye! © (9). 


Cia 


Si donc z n’est pas non plus divisible par 3, c’est-a-dire 


ona 


Mais si 
a3 aus yz — z3 
n’est pas divisible par g on ne peut avoir 
x+y? — 22 =0. 


Il faut donc que l’un des trois nombres soit divisible par 3. 

Des trois nombres «, y, z, un seul peut étre pair. On peut donc 
admettre que deux de ces nombres, « et y par exemple, sont im- 
pairs, z alors est nécessairement pair, et l’équation 


gee yas 
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n'est possible, que si elle est de la forme 
hee a y° — 93mz3 | 


ou m est un entier positif = 1. 
Nous allons montrer maintenant que z est toujours divisible par 3. 
En effet, comme a et y sont impairs, on peut toujours trouver 
deux entiers premiers entre eux, p et q, tels que . 


C= Pe Gin) me PGs 
et alors 
a? + y? = ap(p® + 3g’). 
Le second facteur p* + 3g? est certainement impair, de sorte: 
que légalité 
ap (p® ++ 3q?) = 292! 


n’est possible que si p est pair. Siz n’est pas divisible par 3, p et 
p? + 3q? wont pas de facteur commun, et l’on peut écrire 


2p gimy3 
p? ifs 3q° — xy 


ou u et v sont deux entiers rationnels, dont Je produit est égal a z.. 

Si l’on considére p* + 3q° comme la norme du nombre entier 
p + qV— 3 de l’anneau r(— 3), p + 4 /— 3 est premier avec le 
conducteur de l’anneau, il faut donc que v se décompose dans cet 


anneau, c’est-a-dire soit la norme d’un entier, on a donc le droit 
d’écrire 


p+qV—3=(f+gv—3)', 
ce qui donne 


PP ey, eS 89 = 89 
q est donc divisible par 3. Si donc l'un des deux nombres 
eed Magee! D Ot = Parris 


« par exemple, est divisible par 3, p est nécessairement divisible 
par 3, et par suite y le serait aussi. 
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II ne nous reste plus que l’hypothése z = 0 (3), c’est-A-dire que 
Véquation onli 
a As ys — 23 


nest possible que si elle est de la forme 
ee ae y? = g3m F 33n J Zz 


ou m, n sont des entiers rationnels > r. 
Pour résoudre cette derniére équation posons encore 


aD tgs anal nel? 
x* + y*® = 9q(p* + 3q?) = 29 138 2, 
et comme 
ap (p> + 3q°) = 0 (3°), 
et que p et g sont premiers entre eux, 
p =o (3) et sp? + 3q? = 0 (34). 
On a alors 
2p o3m3n—143 | 
p? + 3q? = 3v°. 


Le premier membre se décompose dans l’anneau r(/— 3), et on 
peut poser 


p+qv3 =V—3 (f+ gv—3)’; 
ou f et g représentent des nombres premiers entre eux, il en 
résulte 
Pad) ogg 
Die ie 
ce qui donne pour 
ap 93m3n—1773 
Péquation 
2g (9 —f) (9 +f) —— 23m33n—3773 | 
Mais comme 9, g — f, 9 + f mont pas de facteur commun et 


que des deux nombres g et f, Yun est pair, lautre impair, il faut 
que 


ogee 2830 cd soit 2g, == ae} 
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ou 
ee Meet Perna 


ae Gt f =o 
mais alors, ou bien 
ae + b3 — 23m33(n—1)¢3 soit 23m¢3 = Sie—)53 + ai, 


Nous avons vu que si |’équation admettait des solutions, le 
nombre qui est divisible par 3 le serait aussi par 2, la premicre de 
ces deux derniéres équations seule serait possible, et par suite des 
solutions de l’équation donnée, on pourrait déduire une solution de 


a = ® — Oe aes 
et en répétant ce raisonnement on arriverait a résoudre 
3 ad 

xi + Yj = 2h 
ou aucun des nombres 2, y,, z, nest divisible par 3, ce qui est 
impossible. L’équation 

3 aii ve —— 23 
na donc pas de solution. 


Etudions maintenant ces théorémes d’aprés la théorie des corps 
‘de nombres. 


c) Méthodes de Kummer et de Hilbert. 


Kummer a généralisé le théoreme de Fermat, il a montré que 
1’équation 
an a ae — — gn 


n’admet pas de solution dans les corps déterminés par /1. 
Pour le cas de n = 3, le théoréme de Kummer s’énonce : 
Théoreme. — L’équation 


a3 _ 83 — ¥3 


nadmet pas de solution en nombres entiers du corps k (/— 3, ou 
encore @, (3,  étant trois entiers différents de o du corps k(/— 3), 
il ne peut y avoir entre eux aucune relation de la forme 


(1) a? — Be = 7%, 
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Démonstration : Le nombre des classes des corps k (V— 3) h=1, 


posons ici » = —* ar Fess eS} (1) admet une solution «, (3, +, 


deux quelconques des nombres %, 3, ‘y sont premiers entre eux. 
Soit 


A=1I—o», 


c est-a-dire 


(4) = (V— 3), 


l'un des trois nombres zg, 5, ‘y est divisible par }. 
hed hs P 
Car si % et ( ne sont pas divisibles par }, et si l’on pose 


aa + bw = (a+ b) — b(t — w), 


a+ b west pas divisible par 2, et par suite il ne I’est pas par 3, 
et comme 


a+ b=+1 (3), 
il en résulte 


on a donc 


et alors 


ce qui est contraire a l’hypothése, car 
+3240, +1 #0 (A). 
Soit donc 
Pee a Nes iP pee! 
on voit de plus qu'il faut n = 2. 


Sommer. — Théorie des nombres. 13 


. 
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Considérons le nombre ~¢ = a + bw premier avec A, on a 
ou bien 


GaSe hy tol b= o1(3), 


Sa 


et I’on peut poser 
ag = ST EP Kia; 
g,, étant un entier du corps, ou bien 
az2t1(3) avec b= 1 (3), 


parce qu’on a 
a+ 6=2+1 (3), 


alors ona 
: aa+ bo = + (1 + w) + Da,, 
ou 
q=I+o 
est une unité du corps. 
On a donc 
2 == (2%), 
et de méme 
Bi a (As), 


y, étant aussi une unité du corps. Mais comme 
a? — 8% =o ()3), 
il faut que 
fe ee oe == O, 
et par suite 
Cir= p= o (A+), 
y est donc divisible par 4? au moms. 


Nous allons démontrer que I’égalité un. peu plus générale que la 
proposée 


(2) a! — Bi == nhinys, 


ou 7 est une unité du corps, est impossible. 
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Par suite de 


il faut que @ et 6 satisfassent A la fois & 


o== + 1, (a), B= + 1) 
—1,0) p=(—1) 2), 


d’ot on a les congruences simultanées 


(Il Hl 


a 


B= ea 
4 


a-— 0B =0> (A). 


a —w*B = 0 


Une seule, des trois diflérences ¢ — 6, « — wf, % — wf, peut 
contenir 2 & une puissance supérieure 4 1, car si l’on admet que 
g — (3 est divisible au moins par i?,  — wf et ¢ — w*6 ne 
peuvent ¢tre divisibles que par A, car on a par exemple 


comme de plus ~ et (5 sont premiers entre eux, les trois nombres 
4— [i,%— oS, Z— 4 ne peuvent avoir d’autre facteur com- 
mun que A, de sorte que I’équation (2), ou encore l’équation 


(22) (2 — B) (« — mB) (2 — w?B) = ndiy3 
ne peut étre satisfaite qu’en posant : 


C= Pe yA 


(3) aL wf == ny, Ape 
( a w?8 == y, Avs, 


OU 7%, 4a» 4, sont des unités du corps, et ol t, », v sont des 
entiers sans facteur commun, mais on sait que : 


w (% — B) + w? (% — wB) 4- (a — w?8) =o, 
il résulte de (3) que 


OT aaa ae Hge?Aps ae a Ave —o, 
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, ae ; es 
c’est-A-dire en divisant par 7,2 et en désignant par ¢, et ¢ les 


unités qui restent 
a" ats Cy8 — Qir—aie 


comme n = 2, on peut considérer cette équation comme une con- 


gruence suivant le module 2’, qu’on écrit 


ue — ty? = 0 (22). 


‘ 
Mais ona p, y= 1 (A) ety’, y= + 1 (2), la derniére équa— 
tion nous apprend donc que 
C= 1 (A*), 


cest-a-dire 


Si donc |’équation (2) admet des solutions, on voit que 
a3 — B? — C)3(n—1)y3 


en admet aussi. 
En répétant ce raisonnement on arrive 4 |’équation 


CP a a3 
ae pea yhy ’ 


ou les trois nombres %, (2, y ne contiennent plus le facteur A, et 
nous avons vu que dans ces conditions |l’équation est impossible. 
1] est donc impossible de satisfaire 4 (2) au moyen de nombres du 
corps k(/— 3). 

Pour terminer nous indiquerons encore la généralisation de: 
Kummer, du théortme de Fermat, pour n = 4. 

Théor’me. — L’équation indéterminée 


ak ae Bs —- iS 


ne peut étre satisfaite par trois nombres du corps k (v— 1), tous. 
différents de zéro. 
Admettons qu’on ait 


(r) ab —= 4? —_ Bt, 
ou 2, (3, y n’ont pas de facteur commun. 
Soit 
ee oe Oe 
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un des trois nombres admettra le facteur ), tandis que les autres 
ne l’admettront pas. 

2 et - (1 + Y— 1 sont divisibles par A, car n() = 2 et 
)! = /— 1). Tout nombre entier du corps premier avec ) satisfait d 


a =V—1 (), 


de plus, tout nombre entier du corps premier avec 2, satisfait & 
l'une des congruences 


(2) a= /— 1 (a) soul oo 1 ()) 


car il n’y a que deux restes premiers avec 2. 
Chacune de ces deux congruences (2) nous montre que 


at — 7 =0(A'), 


c’est-a-dire que tout nombre entier du corps voit sa quatriéme puis- 
sance congrue a + 1, suivant le module 8. 
Supposons d’abord 2, 5 de l’égalité (1) premiers avec 4. On a 


(3) a* = 1 (A), gt =1 (A°), 
poe 14; 0 (1), 
(4) at + B29 — 7? — 2, 


il en résulte que 7 = 2/;, ‘7; étant premier avec 2, c’est-i-dire que 
1? — 9 = 97? —a=—— aV—1 (x2 —V— 1); 
c est-a-dire 
he BONS) 
ceci n'est pas possible, car pour un entier ‘/, on ne peut avoir que 
Vs oh Sore: 


Si l’on admet en second lieu que ff et ‘/ sont premiers avec A, on 


a toujours 


vy? == 1 (A?) et Bh =r (A?), 
“> — (3 est divisible au moins par )2; c’est-d-dire que 


a == 0 (A) ou Ted oe) Aiea W 


ll 
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L’équation (1) n'est donc possible que s'il en est ainsi de 


hide mee 4 
Deco ees ag — f, 


et réciproquement. 
Nous remplacerons cette derniére par une équation un peu plus 
générale 


(5) cing — e 44) (3 


t ? 


ou est une unité du corps /(/+ 1). 
On peut mettre (5) sous la forme 


2 


v2 — 1 = chitat 4. 64 — 1, 
et comme 


g* — 10 (A), 


on en conclut que y* — 1 est divisible au moins par 2‘, ceci n'est 
possible que si y = 1 (22), posons 


aie 


ni , 
ona 

Yori= A2(< == /— 1), 
et comme t + /— 1 est divisible par 2, on a 


y— 1 =0 (A), 


le second membre de (5) est done divisible par 2°, ceci exige que 
Wat 


Nous écrirons (5) 


(6) shinat == (y — (y+ 4) 


et nous remarquerons que ‘/ — (3°, ‘y + (5° ne peuvent avoir d’autre 
diviseur commun que )”, on peut remplacer (6) par 


— 
| 
— 


ou 7 et t sont deux entiers premiers entre eux et ot 4 et 4, sont 
des unités. On tire de lA 


(8) : 982 — ak one Set nist, 
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An ities Je 
ou en divisant par 2 et en remplacant — - a tam ba Sarcu: Ges 
derniéres lettres désignant des unités, on a 
() gto = Eat, 
Comme n = 2, on voit que 
8? — Cot = 0 (M4) ou g? —F=0 (A), 


il en résulte que ¢ == + 1. C’est-d-dire que lorsque |’équation (5) 
admet des solutions, il en est de méme de 


(10) shat Hah sey? — BF. 


admet des solutions, ce qui contredit la condition trouvée, que 
n doit étre > 2. 

Le théoréme est donc démontré. 

Cette démonstration nous permet d’affirmer que 


rw 


! 


x* + y* 


n 


i 


a 


‘ 6 
age 


n’admettent pas de solution entiére rationnelle ou x, y, z sont tous 


différents de zéro. 
On peut aussi dire que les équations 


a3 
z 


! 


a3 ale “3 
gras yt 


2 


| 


> 
x 


ne peuvent étre yérifiées par trois nombres rationnels enticrs ou 
fractionnaires, tous trois différents de zéro. 
Comme conséquence immédiate, les équations 


gn =e ya — 73n 


Ge Ne Yea Zt Need 


ne sont pas possibles en nombres entiers, dont aucun n'est mul. 
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Le théoréme de Fermat peut s’énoncer autrement : quel que soil 
le nombre rationnel « les nombres 


Viet2, vita 


sont irrationnels. 
On peut encore dire : les courbes 


ath y?= ce 
gt Sy = 
ou c est rationnel, ne passent par aucun point dont les coordonnées 


sont rationnelles. 
L’équation 


ne peut étre satisfaite par des racines carrés de nombres rationnels 
non carrés, dont aucune n’est nulle. 
On ne peut avoir 


Va & Vos = Vc, 
sans quoi on aurait 
eb ee ya, 


ce qui n’est pas possible, car a, b ne sont pas carrés parfaits et 
nont pas de facteur commun. 

Kronecker (‘) a tiré une conséquence importante dans l'étude du 
corps algébrique du 3° degré, de ce fait que 


xz? + ¥* =f | 


n’admet d’autre solution rationnelle que « = 0, y = 1 ou #@ = 1, 
y= 0. 

Si cette équation admet une solution rationnelle, on pourrait 
mettre x et y sous la forme 


gums pea _ 3b-+ 1 
Se 8b at ai ae Shere 


(') Kroyecker, OEwvres, t. I, 1895, p. 121, ou Journal de Crelle, t. LVI, 
p. 188. 
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et alors 


et toute solution rationnelle x ct y nous donnerait une solution 
rationnelle de 


ho® + 2707+ 10. 


Mais comme la premiére n’admet que « = 1, y = 0, ou 
(/ a . 
(x= 0, y = 1), l’équation 


ha’ + 270? +10 


ne peut admettre que les solutions 


_ 


C= 
3 
Si maintenant l’on remarque que 
A = — (4a? + 276?) 


est le discriminant de l’équation 


ge + ar + b—o 


il en résulte : 
Théoréme. — Les équations 


ep ape 


We 


sont les seules équations du troisiéme degré dont la somme des 
racines est nulle et dont le discriminant = + 1. 

Nous n’examinerons pas ici les cas dew" + y"” — 2” 0u n=. 
Nous allons appliquer la théorie du corps quadratique 4 |’étude des 
propriétés des formes quadratiques. 


35. Un apercu des probleémes fondamentaux de la théorie 
des formes quadratiques. — Lorsque nous avons étudié certains 


corps particuliers comme /:(\/— 1), k(V/2), elc., nous avons obtenu 
les conditions pour qu’un nombre rationnel a puisse ¢tre mis sous 
la forme 


oY ide Ung itt ab AY ler tdel ll snlSsitt abs 
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ou encore, les conditions pour qu'une équation de la forme 
a= x2? — my? 


admette des solutions en nombres entiers x et y. 

Ce sont des cas particuliers d’une théorie générale, la théorie des. 
formes quadratiques. 

Toute expression de la forme 


fae EAL er, 


ota, b, ¢ sont des nombres donnés, et x, y des variables, est dite 
une forme quadralique, et nous admettrons toujours que a, 25, ¢ 
sont des entiers rationnels. a, b, ¢ sont appelés les coefficients de 
la forme, a, ¢ les coefficients extrémes, 5 le coefficient moyen. 

Dans ses recherches, Gauss a toujours pris 20 pair. 

Euler avait déja trouvé des résultats remarquables en étudiant 
certaines formes particuliéres, mais Lagrange est le premier qui 
aborda V’étude de la forme quadratique la plus générale, il en 
découvrit les propriétés au moyen des fractions continues. Legendre 
a exposé ses recherches dans sa Théorie des nombres. 

Gauss (') fit faire le plus grand progrts 4 la théorie des formes 
quadratiques. Presque toute la seclio V des Disquis. arith. lui est 
consacrée, 

La méthode de Gauss est demeurée un modéle dans la théorie 
des nombres, c’est Gauss aussi quia et les problémes les plus 
féconds et les plus profonds. 

Nous allons expliquer une série de notations indispensables, 
nous indiquerons les questions fondamentales de la théorie, et enfin 
nous montrerons ses rapports avec la théorie du corps quadra- 
lique. 

Gauss dit que la forme quadratipue 


F = ax? + abay + ey? 
est proprement primitive, lorsque a, 2b, c n’ont pas de facteur 
eee hs elt onto 2 be sles Ba Be ee ee ee eee ee ee 


* (1) Le lecteur est prié de lire, outre les ceuvres citées de Gauss et de Legendre, 
les chapitres de Dirichlet-Dedekind et de Bachmann, etc. 
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commun, et improprement primitive lorsqu’ils admettent le facteur 
premier commun 2. Le discriminant 


1) == 62 = ae 


est dit le déterminant de la forme. Ce déterminant peut étre positif 
ou négatif et son signe joue un rdle important, c'est d/ailleurs 
aussi ce qui se présente pour les corps réels et les corps imagi- 
naires. 

Nous ne traiterons que le cas le plus important, celui ou D n’a 
pas de facteur carré. Nous excepterons toujours D =o. 

Lorsque, dans une forme F de déterminant D, on remplace x, y 
par de nouvelles variables x,, y,, 4 l'aide d’une substitution a coef- 
ficients entiers rationnels, on obtient une nouvelle forme 


f= Azi + 2Ba,y, + Cy?. 


Le déterminant de la forme f quiest dite obtenue par transfor— 
mation de F est 


D Sy APD, 


ae 
PE 


u 


ou A est le déterminant de la transformation. 
Lorsque A + = 1 on dit que. la forme f est contenue dans I’, 
par contre si A == —+ 1 on dit que les formes F et f sont équiva-— 


lentes, si A — + 1 proprement équivalentes, et improprement 
équivalentes si A = — 1. Dans ces deux derniers cas, comme on 


le voit, la forme f est contenue dans F et réciproquement F est 
contenue dans /. 

En prenant ru — st = + 1, on peut déduire d’une forme une 
infinité d’autres formes, qui lui sont proprement équivalentes. 
Deux transformations successives équivalent a une seule dont le 
déterminant est le produit des deux premiers; par suite, deux 
formes équivalentes 4 une troisieéme sont équivalentes entre elles. 
On obtient donc toutes les formes équivalentes, en partant de l'une 
d'entre elles. On dit que toutes les formes équivalentes entre elles. 
forment une Classe. 

On démontre que toutes les formes de déterminant donné D 
peuvent étre réparties en un nombre fini de classes. 

Les problémes fondamentaux de la théorie des formes quadra~ 


tiques sont les suivants : 
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1. Savoir si un nombre donné est représentable par une forme 
donnée, et connaitre les valeurs de ~ et y qui permettent cette 
représentation. 

2. Reconnaitre si deux formes quadratiques données, de méme 
déterminant D, sont équivalentes, et trouver les formules de trans- 
formation qui font passer de l’une a l'autre. 

3. Démontrer que les formes en nombre illimité forment un 
nombre fini de classes. 

4. Trouver des formes représentant chaque classe afin de sim- 
plifier les calculs du premier probleme. ; 

C’est précisément ce premier probléme qui a donné l'occasion 
de toutes les recherches sur les formes quadratiques, c’est en 
quelque sorte le probi¢me des formes quadratiques. 

Lorsqu’un nombre est représentable par une forme quadratique I’, 
il lest par toute forme I, équivalente 4 F. On simplificra donc la 
solution du premier probleme, on cherchera donc des formes 
simples pouvant donner le plus facilement la représentation d’un 
nombre donné. 

Un autre probléme de la théorie consiste 4 répartir les classes en 
genres. 

En 1801, au temps ott Gausse publiait ses recherches sur |’arith- 
métique supérieure, les nombres imaginaires n’avaient pas les 
mémes droits que les nombres réels. On les négligeait parce qu’on 
croyait y voir des contradictions, et parce qu’ils avaient été l’objet 
de mainte application erronée. 

Gauss, quoique ne partageant pas ce préjug¢, n’employa cepen- 
dant pas les imaginaires, et il batit sa théorie des formes quadra— 
liques en se fondant sur les propriétés des nombres réels. 

Kummer (’) dés ses premiéres communications au sujet de la 
découverte des idéaux, a montré que la théorie des formes quadra- 
tiques et que la théorie des corps quadratiques étaient identiques. 

L’emploi des nombres quadratiques permet de simplifier beau- 
coup la théorie des formes (Voir Dedekind, Vorlesungen tiber 
Zahlentheorie von Lejeune-Dirichlet, § 71 et suppl. XI, § 186). 

Nous allons examiner ici de plus prés le rapport entre les formes 


('} Journal de Crelle, t. XXXV, p. 325. 
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et les corps. Il faut établir pour cela une correspondance exacte 
entre un idéal et une forme quadratique, l’application de la multi- 
plication des idéaux des idées de classe et de genre se fera d’elle- 
5 
méme. 
La correspondance entre les idéaux et les formes est un peu plus 
compliquée pour les corps réels que pour les corps imaginaires. 
Nous traiterons donc principalement le cas des corps réels. 


36. La correspondance des idéaux et des formes quadra- 
tiques. — (Lareprésentalion des nombres par des formes quadra- 
liques). Soit p = (p, 6 + \/m) un idéal premier du corps k (ym), 
alors tous les nombres de l’idéal peuvent étre représentés par 
px + (b + \/m)y, ot x et y prennent toutes les valeurs entidres 
rationnelles. Les normes 


b? — m 


p(px? + 2bry + 


contiennent toutes une forme de déterminant m en facteur. On est 
donc amené a attribuer la forme 


4 eee 
px? + 2bry + ——— y? 
a Vidéal », ou aux normes en nombre infini des nombres de l’idéal. 
Examinons les différents cas : 
1° Cas. — Le corps est réel k (ym) 


m= 2 ou m = 3 (4), 


cest-A-dire soit (Vm) un corps de déterminant d = 4m, de base 
1, ©) =m et ayant un nombre quelconque de classes h. Soit p un 
nombre premier rationnel, il y a trois cas possibles. 


*) Ou bien (‘) = — 1, (p) est premier dans k(\/m), cela veut 


dire que p ne peut étre représenté par aucun nombre de la forme 

ax — my’, ilen résulte de plus que p ne peut étre représenté par 

aucune forme ax? + 2bxy + cy® de déterminant b? — ac = m. 
lial m Sh: 

En effet, comme (‘) = i —= — 1, les coeflicients extrémes sont 

premiers avec p ; dans le cas ott = p = ax? + 2bxy + cy* aurait 

des solutions, += ap = (ax + by)? — my’ en aurait aussi, ce qui 


m 
est contraire a l’hypothese 5) =—I. 
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™) Ou bien (‘) = + 1, (p) se décompose dans le corps (ym) 
en un produit de deux idéaux principaux ou de deux idéaux non 
principaux. 

***) Ou bien (<) = 0, alors (p) est le carré d’un idéal premier 


ambige. 


Idéaux principaux et formes principales. 
Supposons que (p) égale le produit de deux idéaux principaux 
(x) (p) = (a-+ be) (a + bo"), 


cela veut dire que p peut étre représenté par ]’une des deux formes, 


(I) pee est my?, 
(II) =o ee my, 


ou bien encore par toutes les deux. 

Si Ja norme de l’unité fondamentale ¢ du corps k(\/m) est égale a 
+ 1, légalité (1) montre que lune seule des deux égalités sui- 
vantes est possible 


p= a — mb? ou —p=e& — mb’, 
par contre, sie =r +s \/met que n(2) = — 1, et sil’ona 


aes ae 2 
p=e— mb’, 
on a aussi 
— p= (@ + mb?) (r? — ms?}, 


mais le second membre peut étre considéré comme la norme d’un 
nombre entier 
ar + bm + (as + br) Vm, 
— p = (ar + bsm)? — m (as + br)?, 


p et — p sont représentables par les mémes formes quadratiques I 
et II. 

Supposons qu’on ait + p = a? — mb’ et faisons d'abord « = a, 
y = b, puis a 


ar + bsm, y =as + br, dans I nous aurons 
++ p et — p, Faisons les mémes substitutions dans If, nous aurons 
— pet p. 
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D’autre part, comme 


f Se ess 
nye) = r? — ms? = — 1, 


la forme II devient la forme I par la transformation 


\ “, = rr + msy 
ly, =— sx —ry, 


(3) 


dont le détermsnant est -- r. 

Réciproquement, s'il existe une transformation de déterminant 
+ 1 qui fait passer de 1 4 II, p et — p peuvent étre représentés A 
la fois par 2? — my? et — a + my*. 

Si 


2 


+ p =a — mb?, — p= a? — mb, 


on a nécessairement des égalités de la forme 
a+ /mb=a,+Vmb,, 


et de la il résulte que ¢ = aoe est une unité du corps pour 
; a, + Vmb, 
laquelle n (2) = — 1. 

Les formes I et If sont des formes ayant le déterminant m, nous 
avons donc le droit de faire la convention suivante. 

Soit p = (a + b Vm) ou py’ = (a — 6 V/m) est un idéal principal 
premier du corps k(ym), et soit ¢ lunité fondamentale: du corps, 
nous attribuerons aux idéaux p, p’ : 

A. La forme proprement primitive «* — my, lorsque n(¢) = — 1; 

B. Les deux formes proprement primitives, non équivalentes, 
a? — my? et — «> + my’, lorsque n(é) = + 1. 

Posons dans les formules [ ou II 


a rL, -—— SY, 
Va tet BY, 


7 


et prenons r, s, t, u, tels que ru — si =-+ 1, les deux formes 
guadratiques’ nous donneront deux systemes illimités de formes 
quadratiques 


(I,) (r? — mt?) a? + 2(rs — mlu)xyy, + (s? — mu?) y? 
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et 


(If,) — (r? — ml?)2? — a(rs — miu)ax,y, — (s* — mn*)yi, 
que nous écrirons sous forme abrégée 


(I,.) Ac? + 2Bay — Cy?, 

(II.) — Ag? — 2Bay + Cy?. 
Le déterminant de ces formes est 

D = B?.— AC= m. 


Si le nombre premier p qui peut étre représenté par l'une des 
formes I ou II peut étre représenté aussi par l’une des formes 
I, et I[,, et réciproquement. 

Dans le cas n(¢) = + 1 les deux systémes de formes I, et Ha sont 
différents, dans le cas n(¢) = — 1 les formes I, et II, sont équi- 
yalentes, car [ et II le sont aussi. 

Ce qui est surtout important, c'est la réciproque que nous énon- 
cerons & nouveau. 

Tout nombre premier p qui peut étre représenté par la forme 
quadratique 


F = Av? + aBry + Cy? 
de déterminant D = m, cette forme est équivalente a l’une des 


formes I ou Il. 
On a supposé que D = B? 


AC ne peut renfermer aucun fac- 
teur au carré, les trois coefficients A, B, C ne peuvent avoir aucun 
facteur commun. On peut admettre de plus, que l’un des trois 
coefficients A, B, G, par exemple A, est premier avec un nombre 
donné, en particulier avec le nombre premier p. Cette hypothése 
ne restreint pas la généralité ; car si A n'est pas premier avec p, on 
peut déduire de F une forme équivalente, dont le premier coeffi-— 
cient est premier avec A. Car si A est divisible par p, sans que C 
le soit (ce qui arrive nécessairement pour p = 2), il suffit de faire 
une transformation unité 


SOO rate Sey Ni = FRE) ae UN 
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A . . . CRS Ciget se . 
ou q est premier avec p. Si C était divisible par p on choisirait une 
transformation unité 
EIN Tai i ane 0 A Coa a re 


A . . 
ou q, et g, seraient premiers avec p. 
Solent «,, 7, deux entiers rationnels premiers entre eux, tels que 


(4) p = Aa? + aBa,y, + Cy?, 
ona 
(9) Ap = (Aa, + By,)? — my3, 


cest-a-dire que Ap peut étre représenté par la forme «? — my?. 
L’équation (4) nous montre que y, est premier avec p, et que A 
et y, sont premiers entre eux, et (5) exige que Ax, + By, et y, soient 
premiers avec Ap. Si donc ona 


p = x** — my*, 
ou «* et y* sont premiers entre eux, on a l’égalité idéale 


(Ac, + By, + Vmy,) (Ax, + By, — Vmy,) 


a= (A) (a - Vmy*) (a* — v/my*), 


il en résulte que (A) est le produit de deux idéaux principaux, ou 
que + A est représentable par la forme I. En effet, il faut que 
(a* + /my*), qui est un idéal premier, soit contenu dans |’un des 
facteurs du premier membre, de méme «* — /my*. 

Les nombres Az, + By,, y,, <*, y* étant premiers, les uns avec 
Ap, les autres avec p, il en résulte que l'égalité 


A = a2? — my’ 


est toujours satisfaite par des nombres premiers entre eux et pre~ 
miers avec A, 


Soient donc r et / deux entiers rationnels premiers entre eux, 
tels que 
(6) +A=r?— mi’, 


Soumer. — Théorie des nombres. rh 
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déterminons deux nombres rationnels s, u, satisfaisant 4 


(7) | ru — ts = 1 
(8) — imu + rs =B, 
c’est-a-dire 
(9) Pee ee RPE esas 
9 ae kon ary 
le nombre 
é I 
(10) s? — mu? = Ae (B? — m) (r? — mi?) = 
est un entier rationnel. 
Ona 

Ap = (r? — mt?) (a*? — m*y?), 

ou encore 


(11) Ap=[ra* —-tmy* + (ry* + tx*) ym] [ra* + tmy* — (ry*+ te*) /m]. 


Comparant (11) et (5) on voit que l’on peut choisir a, et y,, 
tels que 


Aw, + By, = ra* + tmy*, — y, = tx* + ry*, 


ce qui nous donne 


* 


(12) Cae, = Sy) y" == — It, — wy,. 


D’aprés ce que nous avons dit x,, y,, x*, y*, r et ¢ sont des 
nombres entiers, sy, et wy, sont des entiers ; s et wne peuvent avoir 
en dénominateur que des facteurs de y,, ou, en tenant compte de 
(g), les nombres rationnels s et u ne peuvent avoir comme dénomi- 
nateur que des diviseurs communs a A et a y,. Mais ces deux 
nombres A et y, sont premiers entre eux, s et u sont des entiers, 

Mais la substitution 


10 SR) ae Sap y =— lx, — uy, 


est une substitution unité qui fait passer de la forme I 4 la forme 
Aw? + 2Ba,y, + Cy?. Le théoréme est démontré. 
On pourrait faire voir, de la méme manicre, que la forme IT est 
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équivalente 4 toute forme de déterminant m qui peut représenter 
—— P- 
On pourrait trouver les mémes résultats en partant de la forme 


yp = (p, b +m) des idéaux principaux et en procédant comme 
il suit. 


Idéaux premiers et formes quelconques. 


Soit p un nombre premier, tel que (¢) == "TT OU (*) =O et 


supposons que (p) se décompose dans k (\i/m) en un produit de deux 
idéaux du premier degré, idéaux principaux ou non principaux, 


ou supposons encore que (p) soit le carré d’un idéal, on peut 
écrire | 


(p) =p. p' = (p, b + Vm) (p, b— Vm), 
ou 6 est un nombre positif, qui peut étre nul. 
On pourra attribuer des formes de déterminant D aux idéaux p 
et p’. Par définition a l’idéal p correspondent 
f= (pe + by + ¥my) (pa + by — Vimy), 


c’ est-a-dire 


z b>—m , 
(1) be RE te BE ot p a 
ou 
b?—m., 
(II) f=— pa? + abary + sl a 
et a p’ 
: b> —m_, 
(IID) f= pe nary oe : Cie 
b> —m_, 
(IV) f= — pe? + abay — : ad 


Il faut remarquer que toutes ces formes sont proprement 
primitives, car les coefficients n’ont aucun facteur commun ; de 
plus. 

a) Les formes I et Iff d’une part, If et IV d’autre part, sont 
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improprement équivalentes, car elles se déduisent l'une de l'autre 
par la substitution 


Na 


LT, y= 


de déterminant — 1. 
b) Pour des valeurs données des entiers «x et y, les formes I et II 


ou III et [IV nous donnent des nombres égaux et de signes con- 
traires. 

Dans le cas ott la norme de l’unité fondamentale ¢, n(¢) = — 1, 
les formes I et II, IIl et IV sont aussi improprement équivalentes, 
car sié =r -+sym, la transformation 
b? — m 

p 
Yaa DST oan) a, 


x =(r—bs)xr, — SY, 


dont le déterminant est — 1, fait passer de I a Hl et de La IV. 
On peut réunir les remarques a) et b) et dire que si n(é) = — 1. 
les formes I, IV, II, II sont proprement équivalentes, et la 


forme be est improprement équivalente a la forme i . 
c) Dans le cas ot p est un idéal ambige, c’est-a-dire si 
(p, b + Vm) = (p, b— Vm) = (p, b + Vm, 6 — ym), 
on peut trouver deux entiers Pag Sie tels que 
pr, + (b+ Vm)s, = b—Ym, 


c’est-a-dire 


s=e—I, pr, —b=b, 
c’est-a-dire 
ete 2b. 
— ?p 
Alors III résulte de I par 
2b 
Me Ly Vay as 


dont le déterminant est + 1. Les formes I et III sont donc alors 


proprement équivalentes ainsi que IT et IV. 
Si donc n(é) = + 1 nous ne conserverons que les formes [ et II, 
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si n(z) = —1 il résulte des remarques b) et c) que les quatre 
formes de I &1V sont équivalentes et peuvent tre remplacées par 
une seule d’entre elles. 

La forme | est équivalente 4 III, proprement et improprement, 
elle est donc improprement équivalente 4 elle-méme. 

in effet, Ja substitution 


ah 
ring seman ryote 


ne la transforme pas. Des formes telles que I, II, IL, IV, dans le 
cas considéré, qui sont leur propre équivalent, proprement et im— 
proprement, sont dites des formes ambiges (d’aprés Dedekind), ou 
formae ancipides (Gauss). 

d) Enfin si p est un idéal principal, on a le cas précédent, les 
formes (I, Ill), (If, IV) sont équivalentes 4 l’une des formes 
z* — my* ou — «* + my*, ou encore 4 toutes Jes deux. 

Les formes | et III sont encore équivalentes entre elles, propre— 
ment et improprement, chacune d’elles est improprement équiva— 
lente 4 elle-méme. Les formes I, II sont des formes ambiges. 

Des transformations unités nous permettent de déduire de ces 
formes une infinité de formes équivalentes. 

Dans Je cas général on arrive 4 quatre systemes de formes, dans 
certains cas on en a deux, dans d'autres un seul. 

Tout nombre rationnel + z qui peut étre représenté par l'une 
des formes de 1 4 IV peut étre représenté par toutes les formes 
équivalentes. Réciproquement, toute forme f de déterminant m qui 
peut représenter proprement un nombre premier p, positif ou 
négatif, est équivalente 4 l'une des formes de Ja IV. 


—=—— I, 


== a; + 


Soit par exemple 
+ p=Az? + 2Bz,y, + Cy}, 
gz, cb y, lant premiers entre eux, on peut trouver deux nombres 
entiers 6 et u tels que 
Lu — Ys = -{- 1, 
Ja substitution 


4 ee Fi rp a Ul 
LS LL -y~ SY 


yey + uy’ 
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transforme f en 


F=-+ pe? + 2 { (Az, + By,)s + Ba, + Cy,)u i oe 
+ (As? +- 2Bsu + Cu?)y”, 
ou encore 
F = + pe’? + 2b,a'y’ + ¢,y”. 
Le déterminant de cette forme est égal 4 m, il en résulte 


b> —m 
6, SS 


P 
c’est-a--dire 


b? —m=o0(p), 


b, est donc un entier rationnel qui satisfait 4 X? — m =o (p). 
Nous montrerons plus loin que le nombre b, ne dépend, suivant le 
module p, que de x, et y,, et qu'il ne dépend pas des valeurs par— 
ticuliéres choisies pour uw et s. 


Le nombre 6 satisfaisant 4 la méme congruence, et comme cette 
congruence n’a que deux racines distinctes suivant le module (p), 
ou une seule dans le cas de m = 0 (p). 


Ona: b,=+0-+ ep, e étant un entier positif ou négatif; 
OSONSeG ==" — =e) Soyh—— VN aelavient 
P ) 


F, = pX? + obNY + (pe? + ¢,) ¥, 
Fy = pX* et aUX Ye (pe* "ca Bey Y™ 
dont " déterminant 
b? — p + 2be(pe? + c,) =m, 


et l’on peut écrire 
E, == pX? b abXY¥ + a ¥2, 


qui n'est autre que la forme I ou III, attribuée aux idéaux p et p’. 
On peut résumer ainsi les considérations précédentes : 
Soit p = (p, b + /m), ou encore p' = (p, b —\/m), un idéal 
premier du corps /:(\/m), ou. b est positif ou nul, nous attribuerons 
aux idéaux p et p’: 
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A. Les formes I, H} respectivement HI, LV, si n(é) = — 1, et 
si p nest ni un idéal principal ni un idéal ambige ; 
B. La forme quadratique I, respectivement HI, si n(¢) = — 1, 


et si p n'est ni un idéal ambige ni un idéal principal. 

Mais si p est un idéal ambige ou un idéal principal, les formes I, 
IIT d’une part, I, IV d’autre part, se confondent, elles sont des 
formes ambiges. 

Si l’on part de Vidéal (1, ) ce théoréme nous donne les formes 
attribuées aux idéaux principaux. 

Remarque : Ul n’était pas -nécessaire du tout, pour établir ces 
correspondances, de prendre pour point de départ la base nor- 
male de lidéal p, b + o, on pourrait tout aussi bien partir d’une 
base quelconque donnée. 

Soit p un idéal premier qui divise p, et solent 7 =a, + bw, 
™, = c, + d,w une base de lidéal. 

On obtiendrait, au lieu des quatre formes I a HI, quatre formes 
analogues, la suivante correspond aux formes I et II, 


r= p [ay + cy) + (0,2 + dy)] [(ae + ay) — (0,0 + dy) o] 
OU 


(i) i= 


a? — b?m P Gj dim 


iy 


2 


Ao, = lich 
Ds ad Daher a 


Les coefficients de ces formes n’ont pas de facteur commun, car 
a; — b?m, a,c, — b,dym, ce; — d?m 


sont des nombres rationnels de l’idéal p, et les nombres extremes 
ne peuvent, d’aprés I’hypothése, étre divisibles que par p'. De plus, 
le déterminant D = m, car si z, =, sont deux nombres de base de 
Vidéal p, on peut désigner quatre entiers rationnels r, s, é, u, tels 
que ru — st = + 1, et que 


mz—=rp+ t(b+ »), 
%, == sp + u(b +»). 


On peut donc écrire 


F =>: n[ p(ra +- sy) + (ta + uy)b + (ta + uy). 
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ce qui nous montre que la transformée de F par la substitution 
Ly Tie ap Os Vey 


n’est autre que I ou III, c’est-d-dire que F est équivalente 4 l'une 
de ces formes, suivant que rs — tu égale + 1 ou — I, Le déter— 
minant de F est donc bien égal a m. 

Etona : 

Théor’me, — On peut faire correspondre, aux différents couples 
de nombres qui forment une base de l’idéal p, des formes de 
déterminant m équivalentes entre elles, proprement ou impropre- 
ment. 


Les idéaux quelconques et les formes. 


Soit enfin j = (1,, ¢,) un idéal quelconque, et supposons que j ne 
soit pas divisible par un nombre rationnel, on peut poser 1 = a, 
i, = 5b +, ota le plus petit enticr rationnel de j. En effet, si a, 
b + cw est une base de lidéal, a, b, c ne peuvent avoir aucun fac- 
teur commun, sans quoi l’idéal (j) contiendrait lui-méme ce fac- 
teur. On peut alors trouver trois entiers rationnels a”, y*, z*, tels 


que 
awa" +- by* + cw*y + emz* + bzw” 


soit de la forme B + «, ce que nous voulions démontrer. 

Soit, dés lors, j = (a, b + Vm), on peut faire correspondre aux 
deux idéaux j et j’ des formes en général 4 (2 4 chacun d’eux), de 
déterminant m, analogues aux formes de I A IV. A V’idéal j corres- 
pond, par exemple, la forme 


hist ax? + abry + a ye 


Tandis qu'il est évident que le nombre + a est représentable 
par la forme fet les trois autres, et par toute forme qui est équi- 
valente a l'une des quatre, il n’est pas possible de démontrer que 
toute forme de déterminant m qui peut représenter + a, est tou- 
jours équivalente 4 l’une des quatre formes attribuées a j et j’. 

Tout d’abord il y a d’autres idéaux que j, dont la norme est a, 
et qui ne sont pas équivalents 4 j, et de chacun de ces idéaux 
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on peut déduire une nouvelle série de quatre formes quadratiques. 
D’autre part, soit 


F = Ag? + aBay + Cy? 


une forme quadratique de déterminant m, qui permet de repré- 
senter + a lorsqu’on remplace a, y par les nombres 2. y, pre- 
miers entre eux, 


a= Azi + 2Ba,y, + Cy’, 


déterminons s et u entiers, tels que «,u — y,s = 1, la transforma- 
tion unité 
x == a,X + sY 
y=y XX + uY, 
nous donne 
BY — aX? + 2b, XY + ¢,Y?. 


La forme F’ ne peut étre équivalente 4 F que si 6, = 6 (a), 
comme il est facile de s’en convaincre. Pour voir si I’ et f sont 
équivalents, voyons comment b, dépend des nombres @,, y,. U, S. 

Le déterminant de la forme I’ est bi — ac, = m, 6 est donc une 
racine de l’équation «? — m = 0 (a). Une pareille congruence ne 
peut avoir que deux racines distinctes, mod. (a), si a est premier, 
elle peut en avoir plus de deux si a ne l’est pas. Nous allons mon- 
trer que b, ne dépend, suivant le mod. (a), que de «, et y,, etquil 
ne change pas lorsque wu et s sont remplacés par une autre solution 
de ux, — sy, = b, soit aussi uyz — s,y, = 1, c’est-a-dire 


(u— u,)x, — (s — 8,)¥, = 0, 


ou encore 
u—u, =hky,, $= 6, SE 
ona 
b, = Aw,s + B(a,u + y,s) + Cy,u 
b, = Ag,s, + B(w,u, + y,5,) + Oyu, 
d’ou 


b, — 6, =0 (a). 


On peut donc dire, suivant une expression de Gauss, que la 
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représentation de a par F, au moyen de a,, y,, appartient & une 
racine déterminée b, de la congruence 2* — m = 0. 

D’ot le théoréme. 

La condition nécessaire et suffisante pour que F soit équivalente 
af, est que la représentation de a par F appartienne a la racine b 
de la congruence 2” — m =o (a). 

Enfin si j est idéal qui est divisible par un nombre rationnel z, 


j 


& 


on fait la division * et on attribue & cet idéal simplifié une forme 


de déterminant D = m. 
On peut au contraire attribuer 4 la forme primitive 


ax® +- 2bay + cy, 


de déterminant m, Vidéal (a, b + \/m) du.corps, et alors & des 
formes équivalentes on pourra faire correspondre un seul et méme 
idéal (voir plus loin). 
2° Cas. — Soit le corps imaginaire k (Vm) eb m= 2, m=3(4), 
on a encore d = 4m; 1, © = Vm est une base et h > 1. 
é : : d 
Soit p un nombre premier rationnel, pour lequel Pure dk 


qui ne se décompose pas dans le corps A (Vm), le nombre p n’est 
représentable par aucune forme quadratique de déterminant 
D=m. 

Soit 


fast + absy + oy? = 2 [law + by}? — my"). 


Qla 


une forme dont le déterminant m est négatif, a et c ont nécessaire- 
ment le méme signe, et f ne peut représenter que des nombres 
positifs ou des nombres négatifs, suivant que a, c sont positifs ou 
négatifs. Une pareille forme dont les coefficients extrémes sont 
positifs est dite une forme positive, une forme négative lorsque a 
etc sont négatifs. 

Il suffit de considérer soit les unes soit les autres, car ces deux 
espéces sont bien distinctes, mais elles se comportent de la méme 
manieére. 

D’aprés cela, quand on établira la correspondance entre les formes 
et les idéaux, le seul changement 4 introduire sera de se limiter 
d’avance aux formes (1) et (LL). 
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3° Cas. — k(V¥m) est un corps réel, tel que m = 1 (4). 

Si l'on établit la correspondance entre les idéaux et les formes, 
de la maniére précédente, on arrive 4 des résultats qui ne s’accor- 
dent pas avec la théorie de Gauss. 

Soit k(Ym) un pareil corps réel, on peut prendre pour base 


r+ ym Write yee 
I1,o— — et dont le discriminant d = m. D apres nos con- 


ventions antérieures on attribuerait 4 un idéal p = (a + bo») une 
forme comme la suivante 


‘ a 
fHwe a ary + oi Aiea : 


Cette forme ne répond pas & la convention fixée par Gauss ect 
par les autres mathématiciens, que le coefficient moyen est pair. 


Tandis que dans le premier et le second cas le déterminant des formes 
I 


ra = A d, on aurait ici 


le déterminant serait fractionnaire. 

Des raisons historiques justifient le désir d’attribuer a des idéaux 
du corps k(\/m) des formes de déterminant m, conformément a la 
théorie de Gauss. 

Auparavant nous ferons une remarque sur les coefficients d'une 
forme de déterminant m et sur les nombres représentés par une 
pareille forme. 

Soit 


f = a0? + abay + cy’, 
une forme quadratique, telle que 
D = b? — ae = m= tr (4). 


si les coefficients a, 2b, c n’ont pas de diviseur commun, en parli- 
culier le facteur 2, fne peut représenter aucun nombre simplement 
pair, c’est-a-dire un nombre qui contient le facteur 2 et ne contient 
pas le facteur 4, car si a est impair on a 


af = (ax + by)” — my®, 
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on en conclut que a. f, et par suite f est impair, ou qu'il est divi- 
sible au moins par 4. Un nombre simplement pair ne peut donc 
étre représenté par une forme telle que f, que si a, 2b, c sont 
divisibles par 2’. 

Lorsque D = 1 (4) et que D ne contient pas de facteur au carré, 
et dans ce cas-la seulement, il existe, outre les formes proprement 
primitives, des formes dont les coefficients a, 2b, ¢ sont divisibles 
par 2' et non par d’autres nombres, par exemple 

2f = 227 + aay -- 2 oanea yi 

Gauss dénomme les formes dont tous les coefficients n’ont 
d’autre diviseur commun que 2', des formes improprement primi- 
tives de déterminant D = m. Comme aucune substitution ne 
transforme une forme improprement primitive en une forme pro- 
prement primitive, il faut distinguer ici les deux espeéces de formes. 

Tout d’abord on peut attribuer par définition a Vidéal p, non 
pas la forme /f, mais d’autres formes, par exemple la forme impro- 
prement primitive 

af a0? + ary + 2 ape 
et aussi les formes proprement primitives, dont le coefficient moyen 
est pair, qui résultent de f (et des formes analogues 4 /f, formes 
analogues étant construites comme dans les exemples précédents) 
par une substitution de déterminant 2, qui ne sont ni équivalentes 
entre elles ni a 2, 
Les substitutions 


Alanis Ci? \enrwil( Boake took 1 pail Chtas Serenata 


Ly = 2 ys (y=, ly=— 2, 


permettent de déduire ces derniéres formes de /f. 

En les joignant 4 2f on obtient ainsi quatre formes, on ne con- 
servera, comme représentant d’une catégorie de formes, que celles 
qui ne sont pas équivalentes entre elles. 

On obtient dela méme maniére pour tous les idéaux, principaux 
et non principaux, une série de formes, dont le coefficient moyen 
est pair et dont le déterminant est m, 
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Remarque, — Nous ne démontrerons pas (ce serait facile de le 
faire) que toute substitution de déterminant 2 se déduit de l’une 
des substitutions précédentes de déterminant 2, suivie d’une 
substitution unité. 

Car soit 


=r, Ge + S,Y-s y= 2" al ye 
une substitution telle que 
ru, — s,t, =a et La TL, 1 by, We ste Uy), 
une substitution telle que ru — st = 1, la substitution résultante 
= (ryt s,t)x, + rys + s,u)y, 
y= (4r+ al)a, + (ts +u,u)y,, 
est une substitution de déterminant 2. 
Réciproquement soit 
ma Ra, Sy % y= Te, + Vy,, 


une substitution quelconque de déterminant 2. 
On peut déterminer des entiers 7, s, t, u avec ru — st = 1, et 
tels que 


R= ron 4-5), ete. 


Ousr;,.$ 
ou (C). 
Ul n'est pas nécessaire de pousser plus loin cette méthode. 
Il est plus utile, en effet, de partir de l’anneau r(\/m) du corps 
k(\/m) pour établir les formes proprement et improprement primi- 
tives, le dernier cas présente alors peu de différence avec les deux 


» t,, u, sont des coefficients des substitutions (A), (B) 


premiers. 
Soit p = (a + be) un idéal principal du corps, on considérera 


(2) p = (2a + 2bw), 
. . a. oe 
et on lui fera correspondre les formes improprement primitives 


(L) i 207 + 27y + ae Vers 


b= 1m 


(II) fe ae ay 2 ai 


y*. 
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Si de plus p = (a + bm) est un idéal principal de lanneau 
7(/m), on hui fera correspondre les formes proprement primitives 


(1,) f=He—my’, 
(1) f=—a2 + my’. 
On fait ensuite les mémes considérations que dans le 1° cas. On 


voit d’abord que les formes I et IT sont ambiges, elles ne changent 
pas si on fait 


a Vemma A Vi at 


Y 


D’une facon générale, une forme improprement primitive n’est 
jamais équivalente 4 une forme proprement primitive, on le constate 
en faisant une substitution unite. 

Autrement dit les formes I et Hf correspondent a lidéal (2, 20) 
du corps, les autres & Vidéal (1, Ym) de l’anneau r (Vm). 

Soit p un idéal premier quelconque du corps premier avec (2), 
et on attribue aux idéaux (2), (2) p’ quatre formes improprement 
primitives, et aux idéaux d’anneaux réguliers p,, p,’ correspon— 
dants on attribue quatre formes proprement primitives, exacte- 
ment comme dans les cas précédents. 

On étudie chacun de ces groupes de quatre séries comme on l’a 
fait précédemment, l’introduction des deux espéces de formes pri- 
mitives constitue la différence essentielle. 

Enfin le 

he Cas. — OU k(y¥m) est un corps imaginaire, et m= 1 (4) ne 
se distingue du précédent, qu’en ce que dés l’abord on peut se con- 
tenter d’étudier soit les formes positives, soit les formes négatives 
de déterminant D = m. 


37. — La multiplication des idéaux et la composition des 
formes. — Nous avons défini la correspondance entre les idéaux 
et les formes, et réciproquement, c’est la la base de la théorie des 
formes quadratiques. Il nous faut savoir maintenant quels sont les 
rapports entre les classes d’idéaux et les classes de formes. 

Ils dépendent de la question suivante : 

Comment appliquerons-nous la multiplication des idéaux A des 
opérations sur les formes? 

Ici encore il faudrait distinguer les deux cas m = 1 (4) et 
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m += 1 (4). Nous ne traiterons que m = 2, m = 3,(4) laissant au 
lecteur le soin d’étudier le second. 

Soient p et q deux idéaux premiers différents, équivalents ou non 
du corps k(V/m), et soit 


p=(pb+y¥m), qg=(q5,+Vm), 
le produit pq est encore un idéal du corps, que l’on peut écrire 
py = (pq, B+ Vm). 


Le nombre entier B + Vm appartient 4 lidéal p et d Vidéal q, 
c’est-a—dire qu'il existe deux entiers u et r tels que 


pu-+ b= B, qu + b,=B, 


et l’on peut prendre p, B + \/m comme nombres de base de », 
et g, B ym comme nombres de base de q, par suite, les formes 
attribuées & p, q, pq sont 


(1) J = pe se abs ee y?, 
hee 

(2) fp qe. 3 Bay 4 = y, 

(3) F = pqX? + 2BXY + Ls aa 2 


Ces trois formes sont entre elles, dans un rapport remarquable- 
ment simple, comme nous allons le montrer. 

En effet, comme pa + (B + \/m)y est un nombre de l’idéal », 
et que qx, + (B+ \/m)y et pyX + (B ym) Y sont des nombres de 
Vidéal q et de Vidéal aq, le théoréme relatif & la multiplication des 
idéaux nous apprend que 


[pe + (B + vin)y| [qx, + (B+ ¥m)y] = pgX + (B+ ¥m)Y, 
dou 


: ( X= ae he Be ed? yy 
(2) ‘ is Ee 
[y= pry, + quy + 2Byy,. 


On peut donc dire que la forme F se transforme en le produit 
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des deux formes fet f,, par la substitution (2). Réciproquement, 
le produit ff, égale F, lorsqu’on lie «, et y,, par les relations (2). 
Si l’on attribuait directement aux idéaux p et q les formes 


2 
o px” a= aba'y’ Sees ee at ye, 


Ny —— ip 
o soe 12 ERY, 2 12 
9, pr, * ab ay, a3 iim 


F peut encore étre considéré comme le produit de ¢ et de 9,. En 
effet o est équivalent af, et 9, est équivalent a f,, et on voit que 
notre proposition est vraie, en faisant dans (2) 


ese Uy’, 2, == w,' + vy,’ 


y=y', 4, =i - 


dv 


Gauss a introduit le mot de composition des formes. La forme F 
est dite composée des formes fet f,, on l’écrit symboliquement 


F=f.f,. 


La composition reste évidemment la méme lorsque p et q sont 
deux idéaux ambiges premiers différents. On voit, de plus, ce qui 
se passe pour les formes attribuées aux idéaux p et p’. Soit p un 
idéal premier qui ne divise pas (2) 


p=(p,.B+yVm), p> =(p?,B+ ym), 
soit alors 


« 2 — 
f= px? + 2Bay + oe ae 


2 
F = p*X? + aBXY + a my, 


les formes qui leur correspondent, on voit que l’on peut poser 
F = f?, siX, Y et x, y sont liés par 


OS. B? =m 

\ K = xr SS ies 
(,) ) Pp’ J 

\ Y¥ = apay + 2By?. 


On dit alors que la forme F est composée avec elle-méme, et en 


comparant les substitutions (2) et (2,), que le cas particulier peut. 
se déduire du cas général. 
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Une telle composition n’est impossible que si p divise (2), par 
contre, si p est un idéal ambige premier avec (2), on peut écrire 


p=(p.Vm), p> = (p, pm), 


par suite 


m 
— px? — — v2, 
Lahehea pe 
F = X? — mY?, 
et ona F — f? pour 

X = pa? + He we 
Me 

Yaa 2 ate 

Reste a savoir comment l’on peut composer deux formes qui 


correspondent 4 deux idéaux quelconques j et j’ du corps, 


i= (a, Deere Vm), 
fi = (a,, 5) + cm). 

Nous admettrons d’abord que ces idéaux ne sont divisibles par 
aucun idéal principal, de sorte que les formes correspondantes 
naient pas de facteur commun. II faut alors que a, b, c soient pre- 
miers dans leur ensemble, ainsi que a,, hi, ¢,. 

On peut alors mettre les idéaux sous la forme 

j= (a, b+ Vin), — (a, ie Vm), 
ji, = (aa,,a,b+a,¥m, ab,+avm, bb,+m-+(b+5,)V¥m, ...), 
et l’on pourra choisir une base 
aa,, B+ ym, 
c’est-a-dire 
ji, = (00, B-+ Vm), 
sia, a,, b + b, n’ont pas de facteur commun. Nous supposerons 


que cette condition est remplie. 
On peut alors poser 


{— (Gs B+Vm), f= (a, B= Vm), 


Sommer. — Théorie des nombres, 15 
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car il existe deux entiers u et v, tels que 
B=au+b=ayv+), 


faisons correspondre 4 j, j, et jj, les formes 


roe 
f= ax? +2 Bay + sien ¥, 
Si = 4,04 + 2Ba,y; : mL 
Be ii ie da BR Ve eee nye 
ad, 


F peut encore étre représenté comme le produit de fet de f,, car 
d’aprés la multiplication des idéaux 


[ax + By + my] (a,x, + By, + ¥my,] = aa,X + (B+ V¥m)Y, 


d’ou 
ro B?—m 
(:,) peace er ae 


Y = avy, + 4,2,y + 2Byy,. 


Si l’on remplace X et Y par ces valeurs dans F, on obtient le 


produit //,. 
Si l’on attribue aux idéauxj et j,, au lieu de f et de f,, les formes 


¥ 
b? —m ya 


vy 


9 = ax? + 2 ba'y! 4+- 


2 
b—m.,, 
4 


a 12 tf / 
foe Ee Sie 2b,x,'y, ai 


correspondant aux représentations primitives j = (a, b + \/m) 
et j, = (4,, 5, +m), f et 9, f, et o, sont équivalents, et on voit 
comme il a été fait pour les idéaux premiers p et q, que F peut 
étre représenté comme le produit de ¢ et de ,. 

Réunissant tous les résultats obtenus, nous voyons que deux 
formes de méme déterminant 


f= ax? + abay + cy? 

fi, = U2} + 2b ayy, + ey}, 
peuvent toujours étre composées en une forme F, de méme déter— 
minant, lorsque a, a,, b + 6, n’ont pas de diviseur commun. 
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Une remarque s’impose, non seulement la forme F, mais toute 
es équivalente Ff’, équivalente A F, peut dtre composée de f et 

ef 

On peut inverser ce que nous avons fait et dire, si la forme F 
est composée des deux formes f et f,, et si les idéaux jj, corres— 
pondent a fet f,, Vidéal correspondant A F est jj,. 

D’aprés Gauss, le théoréme fondamental de la composition des 
formes est le suivant : 

Théoreéme. — Si des deux formes fet f, on peut composer la 
forme F, et si des deux formes ¢ et 9, on peut composer ®, f étant 
équivalent 4 9, f, a ©,, il est certain que F est équivalent a ©. 

Démonstration : Supposons que a soit représentable par f, et 
que a, le soit par ji, ils le seront aussi respectivement par @ et par 
,- aa, peut alors étre représenté ala fois par F et par &. D’aprés le 
théoréme qui suit (et que nous placons A Ja suite de celui-ci pour 
des raisons d’ordre pratique), aux formes f et o, f, et 0, corres— 
pondent des idéaux équivalents. Soient j et h correspondant a f eto, 
j; et §, correspondant a /, et 9,, 


j Dye h, ii oe 5, 
et par suite 
jis Ore. 5,- 


Aux idéaux jj, et §§, correspondent les formes F et ©, qui sont 
proprement équivalentes, car elles peuvent étre représentées a la 
fois par des nombres positifs et par des nombres négatils. 

Le rapport entre la composition des formes et la multiplication 
des idéaux, nous donne comme conséquence la plus importante, 
le rapport entre les classes de formes et les classes d’idéaux, comme 
il ressort du théoreme suivant : 

Théoréme. — Soient j et j, deux idéaux équivalents du corps 
k(Vm), n’ayant ni l'un ni l'autre de facteur rationnel, les formes 
quadratiques, qui, par deéfinition, correspondent 4 ces idéaux, 
sont aussi équivalentes deux & deux. 

Démonstration : On peut tout d’abord, en partant de la compo- 
sition des formes, donner une autre définition de |’équivalence des 
formes. Soient les deux formes fet /,, que l'on peut composer avec 
la méme forme principale g = a? — my’, de telle sorte que les 
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deux formes F = f.9 et F, =f. soient équivalentes ou égales, 
les formes fet f, sont également équivalentes, et réciproquement. 
Car alors tout nombre qui est représentable par fl’est aussi par /;, 
tout en appartenant 4 la méme racine de la congruence. 

j et j, étant équivalents, il existe deux entiers du corps & et GB; 


tels que 
ten) te 


Si donc on fait correspondre 4 Vidéal principal (~) la forme 9, 
et a l’idéal (5) la forme + 9, et si f, fi, F sont les formes qui 
correspondent & j, jf, et a ()j = ()f,, on a nécessairement 


Fa o.f=+ of. 


Et en effet, les formes 9, f d’une part, + 9, f, d’autre part, 
peuvent étre composées d’aprés la régle générale, le coefficient a, 
de o étant égal 41. De léquation gf = = gf, il résulte que f et 
+ f, sont équivalentes, c’est-a-dire que les quatre formes attribuées 
a j et j, sont équivalentes deux a deux. 

D’autre part, 4 deux formes équivalentes f et fi, correspondent 
des idéaux j et j,, tels que 

j~ it- 

Ceci montre qu’au nombre fini des classes d’idéaux du corps 
k(Vm) correspond un nombre fini de formes quadratiques de déter- 
minant m. Le nombre de ces derniéres est au moins égal, en géné- 
ral supérieur, et au plus égal 4 quatre fois le nombre des classes 
d’idéaux. 

A une classe d’idéaux ambiges correspond toujours une classe 
de formes avec des formes ambiges. En appliquant aux formes 
quadratiques le théoréme de Minkowski, qui permet la détermina- 
tion pratique du nombre h des classes d’idéaux, on verrait que : 
Dans toute classe de forme de déterminant D = m il y a au moins 
une forme quadratique dont les coefficients satisfont & 


lbI<Ivmj,  faj<alvmj, fal =]ey. 


Gauss a donné le nom de formes réduiles aux formes dont les 
coefficients satisfont & ces inégalités. 
Les unités d’un corps jouent un réle particuliérement important 
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dans les formes quadratiques ; elles fournissent toutes les transfor— 
mations propres ou impropres d’une forme en elle-méme, et, de 
plus, toutes les transformations d’une forme f en une forme /,, 
lorsqu’on connait une transformation qui fait passer de fA f,. Pour — 
s’en rendre compte, il suffit de se rappeler la constitution d’une 
forme comme norme de 


ax + (b+ y'm)y, 


et de multiplier cette expression par ¢*, on obtient les formules de 
transformations cherchées. 

La représentation d’un nombre par une forme est paralléle a la 
décomposition du nombre dans le corps. 

Nous ne poursuivrons pas les analogies entre la théorie des 
idéaux et la théorie des formes. Il est évident que toutes les notions 
de multiplication des classes, répartition des classes en genres, 
systéme des caractéres d’un genre, etc. s'appliquent. 

Nous ne ferons plus qu’une remarque relative 4 la composition 
des formes improprement primitives, dont le déterminant D = 1 (4), 
on divise les coefficients par 2, on compose les formes et on double 
les coefficients de la forme ainsi obtenue. 


38. — La représentation géométrique des idéaux. — La 
théorie des idéaux, que nous avons développée par des voies pure- 
ment arithmétiques, offre des résultats géométriques trésintéressants. 
En effet, on peut représenter les idéaux d’un corps par des images 
géométriques, qui ont une grande importance en minéralogie, par- 
ticuliérement en cristallographie, et qui méme y sont nécessaires. 
Dans ce paragraphe nous exposerons les principes de ces considé- 
rations géométriques, car son application aux résultats obtenus est 
déja fort élégante en elle-méme, de plus, elle nous fera voir, sous 
un jour nouveau, certains faits déja acquis, et elle justifiera l'étude 
approfondie du corps quadratique (qui d’ailleurs n’est qu’un cas 
particulier d’une théorie générale). Ceux qui pensent géométri- 
quement prendront plaisir & cette nouvelle conception des résultats 
et des méthodes arithmétiques, sans oublier que la recherche des 
analogies est toujours un excellent principe d’étude scientifique. 

Comme dans les démonstrations arithmétiques, nous trouverons 
une grande différence entre les corps réels et les corps imaginaires. 
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Nous les étudierons donc séparément, et nous commencerons par 
les corps imaginaires. 

Le lecteur est prié de faire de nombreuses figures. 

Nous nous en tiendrons d’abord A un exemple numérique typique 
pour tous les corps imaginaires, et dont le nombre fondamental 
m = 1 (4). Nous considérerons un corps que nous avons déja traité 
souvent k(/— 5), pour lequel le nombre des classes h = 2. 

Choisissons deux axes de coordonnées, et adoptons la représenta- 
tion des imaginaires d’aprés Gauss. Tout entier du corps 
a+ b\/—6 est représenté par un point dont l’abscisse est a, l’or- 
donnée bi/5. 

On peut prendre 1 comme unité de longueur sur Ox, et 5 comme 
unité de longueur sur Oy, les nombres entiers du corps sont alors 
représentés par les points dont les coordonnées sont mesurées par 
des entiers, ou encore, comme l’on dit, par les « points entiers » (*). 


Fig..1. 

La figure formée par l'ensemble de ces points (sans les droites 
qui les joignent), s’appelle un réseau régulier de points (Punkt- 
gitter) (?), et un de ces points est dit un sommet (ou un point) du 
réseau (Gitterpunkt) (*). 


(*) Nous excluerons le point 4 linfini. 
(?) Gauss le 1°" a signalé cette représentation géométrique (Ges) Wir tank). 
puis Lejeune-Dirichlet (Ges. W., t. II, p. 21, p. 29). 


a Klein a traité ces questions en ce qui concerne leurs applications, Autogr. 
orlesungen. 
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Considérons un double systéme de paralléles, tel que tout som- 
met soit l’intersection de deux paralléles, et que deux paralléles 
voisines soient toujours équidistantes, nous dirons que nous avons 
formé un réseau de paralléles. 

Dans l’exemple précédent, les paralléles aux axes forment un 
réseau de paralléles rectangulaires, et tel que les distances soient 1 
et /5. 

Dans ce qui suit, il ne s’agira que de réseaux de points et de 
réseaux de paralléles, nous ne commettrons aucune confusion en 
employant simplement le mot réseau lorsqu’il s’agira des derniers. 

Un de ces réseaux partage le plan en une infinité de parallélo- 
grammes. Nous appellerons parallélogramme élémentaire ou maille 


du réseau, un parallélogramme qui ne contient aucun point 4 l’in- 
térieur de son aire. Les mailles recouvrent tout le plan sans discon- 
tinuité. Un réseau est parfaitement déterminé par une maille don- 
née, en grandeur et en position. On a tout d’abord : 

Théoréme. — On peut faire passer une infinité de réseaux de 
paralléles par le réseau des points entiers. 

Démonstration : (Fig. 2). On part d’un sommet A, et on choisit 
deux autres sommets B et C, tel qu’il n’y ait pas d’autre point du 
réseau 4 Vintérieur du triangle ABC, ni sur ses cétés, Ce choix 
peut étre fixé d’une infinité de maniéres. Si l’on a choisi B, tel que 
sur AB il n’y ait pas d’autre point du réseau, la ligne qui porte ce 
segment AB, contient une infinité d’autres points, tels que deux 
points voisins soient toujours distants de AB, et en méme temps la 
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ligne AB partage le réseau de points en deux parties, l’une 4 gauche 
de AB, l’autre a droite. Il est facile de voir que l’on peut répartir 
tous les points duréseau sur un systéme de paralléles 4 AB, équidis— 
tantes entre elles, chacune de ces lignes portant une infinité de points 
distants entre eux de AB. Sur la paralléle voisine de AB, choisissons 
deux points voisins quelconques CD, comme AB = CD, la figure 
ABCD est un parallélogramme qui, par sa construction méme, ne 

peut contenir aucun point du réseau, ni sur ses cotés, ni a linté- 

rieur. Donnons a ce parallélogramme une série de translations, 

AB, puis BA, on obtient consécutivement tous les points du réseau 

situés sur AB et sur CD, et la bande située entre ces deux droites 

est partagée en parallélogrammes. Donnons ensuite a cette bande 

une suite de translations AC et CA, nous couvrirons tout le plan 

de parallélogrammes sans aucune lacune, et les sommets ABCD, 

de tous ces parallélogrammes, coincident avec des points du 

réseau. 

On voit de plus que ces parallélogrammes peuvent se déduire les 
uns des autres par des translations paralléles aux axes, et mesurées 
par des nombres entiers. Aucun de ces parallélogrammes ne peut 
contenir un point du réseau sur ses cétés ou dans son aire. Car si 
A’B’C’'D' contenait un point P’, la translation qui améne A’B’C’'D’ en 
ABCD aménerait P’ en un point P, situé sur les cdtés ou a linté- 
rieur de ce dernier. 

Ces translations de la maille ABCD nous fournissent un réseau 
de droites qui contient tous les points du réseau, et tel que par 
tous les points du réseau il ne passe une paralléle 4 AB et une 
a AC. 

Nous ajouterons deux remarques : 

1. On obtiendrait exactement le méme réseau en partant d’un 
autre point que A. Tous les points du réseau jouent le méme réle, 
puisqu’on peut lui donner des translations telles que tout point 
puisse étre amené en A. 

2. Une maille détermine le réseau de paralléles, et nous fait ob- 
tenir le réseau de tous les points. 

L’expression géométrique 


ABz, + ACy,, 


ou @,, y, sont des nombres entiers, nous fournit tous les points du 
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réseau, cela revient A rapporter ce réseau 4 des axes obliques, 
X,Y, sont les coordonnées d’un point, les unités de longueur sur 
les axes étant respectivement AB et AC. Mais les points du réseau 
ne sont que les images des nombres entiers du corps, et le résultat 
de cette analyse géométrique n’est autre chose qu'un théoréme 
déja trouvé entiérement : Dans tout corps, on peut choisir d’une 
infinité de maniéres un couple de nombres ,, © , tels que 


W4L, + W2Yy> 


ou x,, y, sont des entiers rationnels, représente tous les entiers du 
corps. Soient ®,, ®, deux nombres de base, les quatre points 0, 0, 
@., @, + @, sont les sommets d’une maille, »,, ®, nous donnent 
les axes d’un systéme de coordonnées avec les longueurs unités de 
ce systeme. 

Soient «,*, «,* deux autres nombres de base, nous avons vu, au 
début de ce livre, qu’on a 
( ot rw, + Sv, 

Ww 


(1) oe 


: tw, + UW,, 


lI Il 


our, s, t, wu sont quatre entiers rationnels satisfaisant a 
p= Sf) Sar se 


Les points 0, ©,*, ©." déterminent un nouveau systéme de coor- 
données, et soient x, y les nouvelles coordonnées d’un point du 
systeme 

w,*2 + w,*y = (re + ty)w, + (sx + uy),, 


la transformation 
o—TL, + ty, 
i SL, + UY, 


| 


nous permet de passer de l'un des systtmes de coordonnées a 
l'autre. 
La géométrie projective nous apprend que, par rapport aux 
axes AB, AC, la transformation 
(oy SS ae ae i 
ra— st == 1, 
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n’est autre chose qu’une transformation homographique, telle qu’a 
tout systéme de droites paralléles corresponde un autre systtme de 
paralléles, et que le rapport des surfaces correspondantes est 
constant. Tout point, autre que le point zéro, est transformé en un 
autre point. 

Dans la théorie des transformations linéaires, la transformation S 
est dite corrélative de la transformation T, qui permet de passer 
d’une base 4 une autre. On a donc : 

Théoréme. — La transformation (S) transforme analytiquement 
le réseau des paralléles »,, ©, en le réseau @,*, @,". 

Deux transformations linéaires successives donnent comme résul- 
tante une transformation unique, dont le déterminant est le produit 
des déterminants des deux premiéres. D’ou tout réseau de paral— 
léles peut étre déduit du réseau rectangulaire, ou de tout autre, par 
une transformation homographique de déterminant = 1. 

On démontre facilement, a l’aide du théoréme relatif 4 la multi- 
plication des déterminants, que l’aire d’une maille est toujours 
égale 4 /5, c’est-a-dire qu’elle est constante pour tous les réseaux. 

Géométriquement, nous voyons que le passage d’un réseau a 
un autre s’obtient par une transformation homographique. 

Les cas du déterminant + 1 et — 1 se raménent l’un a l'autre, 
au moyen d’une symétrie, par rapport a un axe. 

Résumons : 

Les points d’un réseau correspondent aux nombres entiers d’un 
corps, dans lequel on peut insérer une infinité de réseaux de paral- 
léles ayant des mailles de méme aire. Tout réseau de paralléles 
correspond 4 une base du corps. Deux quelconques de ces réseaux 
sont reliés analytiquement par une transformation homographique 
de déterminant = 1, qui est corrélative de la transformation qui 
relie entre elles les deux couples de base correspondante. 

Nous entendons par somme, différence, produit de deux points 
du réseau, ce qu’on convient d’appeler ainsi, dans la représentation 
géométrique des imaginaires. Il en résulte alors : 

1. Le produit de deux points du réseau est un point du réseau. 

2. La somme, la différence de deux points duréseau est un point 
du réseau. 

Soit dés lors ~ un entier du corps, l’idéal principal (~) com— 
prend tous les entiers du corps qui sont des multiples de «. 


APPLICATIONS DE LA THEORIE DU CORPS QUADRATIOQUE 235 


Il s’ensuit que nous représenterons géométriquement l’idéal 
principal, par l'ensemble des points du réseau qui sont divisibles 
par %, ou encore, par l’ensemble des points du réseau, obtenus en 
multipliant les points du corps par @. 

_ Nous allons montrer que ces points forment un réseau de points. 
Nous dirons que l’ensemble des points du corps forme le réseau 


Figs. 3. 


fondamental, nous pourrons dire qu’a l’idéal (~) correspond un 
réseau (%). Voir (fig. 3), ou l’on a représenté 


(a) = (1 + //5). 


Lorsqu’on multiplie par ~ les points du réseau fondamental 
situés sur une ligne droite, on obtient des points tous situés en 
ligne droite. 

Car soit &@ == Ge", m = re’? ou (i = /— 1) les coordonnées po- 
laires d’un point situé sur une droite satisfont a 


r cos (6 — 9) =d, 


ou & et d désignent l’inclinaison de la droite sur Ox, et d la dis— 
tance de l’origine 4 la droite. 
On a alors 
x, = Re’? = Gre@+?)* | = /—t, 
soit 


8, = b+ a4, d, = da, 
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on voit que R et ® satisfont a 
R cos (6, — &) = d,, 


c’est-A-dire que tous les points dO, sont encore en ligne droite, car 
d, et d, sont des constantes. Il en résulte de plus, que des droites 
paralléles qui correspondent & Ja méme valeur de 0 se transforment 
en droites paralléles correspondant & 0. La forme x, = are! # +) 
nous apprend que la multiplication par le nombre @, revient a faire 
tourner tout rayon vecteur parti de l’origine d’un angle Z, et que 
ce vecteur est remplacé par un vecteur proportionnel, dans le rap- 


ar = é 
port —- = @. Toute figure est donc transformée en une figure sem— 


blable. 

L’idéal (@) s’obtient en multipliant par « l’idéal (1), le réseau 
(~) est donc un réseau semblable au réseau fondamental. 

La maille du réseau fondamental de sommets 0, 1, 1 + ~— 5, 
V— 5a pour homologue la maille de sommets 0, a, @ + % V— 5. 
Chin — 5, 

Le rectangle qui est semblable 4 la maille du réseau fondamen- 
tal, ne peut contenir d’autre point du réseau (~). D’ot : 

Théoréme. — A tout idéal principal (a), déterminé par le 
nombre ~ = Ge'*, correspond un réseau de points, semblable au 
réseau fondamental, et qui se déduit de celui-ci par une rotation 
d’angle @ et une homothétie, dont le rapport est a : 1. 

Il en résulte que les réseaux correspondants 4 tous les idéaux 
principaux sont semblables. 

Au point de vue analytique, on voit que les points du réseau (%) 
résultent du réseau fondamental par une transformation homogra- 
phique. 

Soit = a + b/—5, et soitx + y /—5 un point du réseau 
fondamental, X + Y ¥— 5 son homographique dans (a), ona 


X = ax — dby, 
= bx + ay, 


le déterminant de la transformation est a2 + 562 — @. On peut 
inscrire une infinité de réseaux de paralléles dans le réseau («), se 
déduisant l'un de l’autre par une transformation homographique 
de déterminant + 1, comme il a été fait pour le réseau fondamental. 
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On peut attribuer 4 chaque base de V’idéal («) un parallélogramme 
élémentaire ; par exemple, A ~, «%V—5 nous attribuerons le 
parallélogramme dont les sommets sont 0, a, ~ V/— 5, a+ a/— 5. 

Aux différentes bases correspondent les différents réseaux de pa- 
ralléles, et la fagon dont on passe d’un couple de base 4 un autre, 
nous montre encore que ces réseaux s’obtiennent par des transfor- 
mations homographiques. D’ot : 

Théoréme. — On peut inscrire une infinité de réseaux de paral— 
léles dans un réseau de points (a), chaque base de V’idéal définit 
un de ces réseaux de paralléles. Deux quelconques de ces réseaux 
sont homographiques, le déterminant de la transformation étant 
égal a -— 1, et la transformation elle-méme est corrélative de celle 
qui relie les deux couples de nombres de base. Tous ces réseaux 
de paralléles ont des mailles de méme aire. 

Remarque : Lorsqu’on établit les formules de transformation 
qui permettent de passer d’un réseau de paralléles de (~) a un 
autre, on prend des axes obliques, paralléles aux droites de |’un des 
réseaux. On pourrait aussi rapporter ces formules aux axes de 
coordonnées rectangulaires primitifs. On aurait alors des formules 
de transformation, dont les coefficients seraient nécessairement 
rationnels, mais qui pourraient étre fractionnaires, le déterminant 
serait toujours + 1. 

Ceci n’a pas d’importance, car le but poursuivi, seul détermine 
le choix des unités de longueur et les axes de coordonnées. 

Toute maille d'un réseau contient, outre ses quatre sommets, un 
certain nombre d’autres points du réseau fondamental, a ’intérieur 
ou sur les cétés. Nous considérerons comme appartenant a une 
maille : r. Un sommet de la maille (de telle sorte que tout sommet 
n’appartienne qu’a une seule maille); 2. Les points situés sur les 
cotés, se coupant au sommet, et qui ne sont pas des sommets ; 
3. Les points situés 4 Fintérieur de la maille. Ceci posé, détermi- 
nons le nombre des points qui appartiennent a une maille (z) du 
réseau. Tout d’abord, on reconnait que toutes les mailles d’un 
méme réseau contiennent le méme nombre de points du réseau 
fondamental. De plus, comme les mailles de deux réseaux diffé- 
rents s’obtiennent par une transformation homographique, quia la 
propriété de faire correspondre & un point intérieur d’une maille, 
un point intérieur de l’autre, on voit que deux mailles, appartenant 
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\ des réseaux différents, contiennent le méme nombre de points 
entiers. Pour déterminer le nombre de ces points, prenons une 
maille quelconque ; choisissons celle qui appartient a Ja base nor- 


male. 
Soitz =a+t bV—5, admettons que aet b aient ¢ pour p. g. 
a + ob? i ae 
c. d., la base normale est -—,——,, a, + iV—5, ou a, est un 


multiple de 1, cette maille a un de ses cétés situés sur Ox, elle 
2 L2 


t 
coté déterminé par a, + ¢ ¥— 5 en contient ¢, et la maille contient 
en tout n(z) = a? + 56? points du réseau fondamental ; ces points 


contient points du systéme fondamental, tandis que le 


forment un systéme complet de nombres incongrus, suivant le 
module (z). 

Théoréme. — Lorsqu’on inscrit un réseau de paralleles dans le 
réseau de points (%), chaque maille contient n(~), sommets du 
réseau fondamental, et ces sommets forment un systéme complet 
de nombres incongrus du corps, suivant le module (z). 

Ce qui précede nous permet d’abréger ce qui va suivre. 

Nous ferons correspondre 4 un idéal non principal 


{= (a, 6, A Aietore 2 te A,8 Se USF Ban} 


le réseau des points @, Gs y, .... On peut représenter l’idéal j par 
une base (4, %, 4 + &l,), ol aw, y parcourent tous les entiers 
rationnels de — o 4+ o. Il en résulte que l’on peut inscrire 


dans le réseau de points j, un réseau de paralléles, dont la maille 
est déterminée par les points 0, 7,, 7,, 1, + 1,. A toute autre base 
de j correspond un réseau de paralléles inscrit dans le réseau de 
points, et ces réseaux sont homographiques l’un de l'autre, les 
mailles de tous ces réseaux ayant méme aire. 

Le nombre des points du réseau fondamental, contenus & l’inté- 
rieur d'une maille d’un pareil réseau, est égal & la norme de 
Vidéal n(j), et les nombres représentés par ces points forment un 
systéme complet de nombres incongrus du corps, suivant le mo- 
dule (j). 

Soient j et j, deux idéaux non principaux de la méme classe 
d’idéaux, comment les deux réseaux correspondants se déduisent— 
ils Pun de l'autre. 
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D’aprés la définition de l’équivalence, il y adeux nombres ¢ et B; 

tels que 
(«) j = (a) ju 

Le produit («)j n’est autre que l’idéal obtenu en multipliant tous 
les nombres de l'idéal j par z. Si l'on remarque encore que & peut 
s'écrire % = ae'*%, on voit que le réseau de points j est transformé 
en un nouveau réseau de points («)j, qui se déduit du premier par 
une rotation % et par une homothétie a : 1, c’est-A-dire qu’d tout 
réseau inscrit dans { correspond un réseau semblable inscrit dans 
(4)j. De méme le réseau («,)j, résulte de j, par une similitude, 
c’est-a-dire que j et j, sont semblables. 

Nous pouvons donc énoncer : 

Théoréme. — Deux idéaux d'une méme classe sont représentés 
géométriquement par des réseaux de points semblables. Deux 
réseaux de paralléles, inscrits dans ces réseaux, sont liés par une 
transformation homographique, dont le déterminant est 


ais \/ ‘ (4 ). 
J 

L’équivalence de deux idéaux, n’est autre chose que la simili- 
tude de leurs réseaux de points, ou des réseaux de paralleles qui y 
sont inscrits. 

Le produit de deux idéaux j et de j, est un idéal jj,, que l’on peut 
considérer comme la résultante géométrique des deux réseaux de 
points j et j,. Le réseau jj, contient tous les points communs aux 
deux réseaux j et j,. 

Lorsqu’on réunit tous les nombres de j et j, pour former un nou- 
vel idéal {¥, ce dernier est le plus grand commun diviseur idéal 
de j et de j,, on l’obtient géométriquement en superposant les deux 
réseaux j et j,. 

Les théorémes établis jusqu’ici sont tous valables pour m= 1 (4). 
Nias vm. 

2 


Dans le cas o& m = 1 (4), les entiers du corps sont a + 


Les points ou sommets du réseau fondamental sont formés par les 
points entiers d'un systéme de coordonnées obliques, que l'on 
choisit en sorte que l'origine des coordonnées soit au point zéro, et 


3 3 . 1+/y7m., ie 
les points unités tombent aux points 1 et aie situés sur les 


axes. 
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-Parmi les réseaux de paralléles inscrits dans le réseau de points 
formés par les nombres entiers du corps, il n’y a pas de réseau dont 
la maille est un rectangle. On peut choisir comme maille d’un des 
réseaux un losange, c'est le losange 


I= ym 
2 ? 


’ ? 


1— Vin 
—: 

Dans le réseau de points du corps k (/— 3), les unités différentes 
de = 1 ont une signification particuliére, elles définissent les symé- 
tries de ce réseau, dont il sera parlé plus loin, & propos des corps 
réels. D’ailleurs tous les théorémes démontrés plus haut s'‘appliquent 
exactement au cas du corps m = 1 (4). 

Le théoréme arithmétique sur la limite finie de h, nombre des 
classes du corps k (Vm), prend la forme géométrique suivante : 

Théoreme ('). — Les réseaux des points en nombre illimité, que 
Yon peut choisir dans le réseau des points du corps k(/m). en 
réunissant des sous-groupes de ce dernier, se répartissant en h 
groupes (ou classes), tels que tous les réseaux d’un méme groupe 
(classe), ainsi que les réseaux de paralléles que l’on peut y inscrire 
soient semblables entre eux. 

Les réseaux qui appartiennent 4 une méme classe, et ceux-la 
seulement, forment des figures semblables. Un calcul direct 
montre que l’aire de la maille du réseau correspondant al ’idéal j est 


égale a ~ n(j) V[d] ot | d| est la valeur absolue du discriminant du 


corps. 
Le théoréme de Minkowski peut alors s’énoncer : 
Théoréme. — Dans chacun des h groupes de réseaux semblables 
14], 
2 
Ce théoréme nous donne un moyen de construire géométrique— 
ment les réseaux de points. 


du corps, il y en a au moins un dont la maille est < 


Quel est le réseau dont la maille est la plus simple, ce qui 
revient a dire, quelle est la base la plus simple d’un idéal : on peut 
considérer comme telle la base normale. On pourra alors en déduire 


() Voir Kusim, J..¢..°t. I, p, oh. 
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: { d bag 14% 
que : dans tout réseau-de maille << Le on peut inscrire un paral- 
lélogramme élémentaire dont les cdtés sont <\/|d]| respect. que 


\/lat. 


La représentation géométrique des imaginaires, et la correspon— 
dance si simple entre les opérations géométriques et les opérations 
arilhmétiques, nous a permis de donner une interprétation géomé- 
trique trés simple des résultats obtenus dans |’étude des corps 
imaginaires. 

La raison de la simplicité tient de ce fait, que tout nombre com- 
plexe a + b ¥—1 peut étre mis sous la forme 


> 


gy Gene: (cos > + Y— sin 9), 


re 
et qu’alors la multiplication de deux nombres complexes se raméne 
a la multiplication des modules r et r, et a l’addition des argu- 
ments © et 9,. 

Soit un corps réel k(\/m) [ol nous supposerons tout d’abord 
m+ iI (4)}. Nous pourrons encore former un réseau de poinis 
d’une maniére analogue a la précédente. 

Nous prendrons deux axes de coordonnées rectangulaires, nous 
mesurerons les abscisses avec une unilé égale a 1 et les ordonnées 
avec une unité égale a \/m, et a tout nombre a + 6 \/m nous ferons 
correspondre un point de coordonnées a et b. On a encore le 
théoréme : un point du réseau — un point du réseau est un point 
du réseau. La multiplication n’est plus définie. 

De plus, sil’on représente un idéal par un réseau, il ne peut 
plus étre question de la similitude des réseaux des idéaux princi- 
paux ou des réseaux appartenant a une méme classe d’idéaux. 

Nous allons mettre 4 profit une idée due & M. Klein (’), qui 
nous permettra d’établir l’accord entre les corps imaginaires et les 
corps réels. Nous remplacerons les notions élémentaires de mesure 
de longueurs et d’angles, qui est le systeme euclidien des mesures, 
par le systeme des mesures pseudomitriques. 


(‘) Kusr, p. 50 et suiv., spécialement 71. 
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Nous allons insérer, dans la géométrie élémentaire, une série de 
définitions, de facon A obtenir un systéme géométrique sans con— 


tradictions. 
Nous adopterons le systtme de coordonnées dont il vient d’étre 


question, et nous définirons:1. La distance de deux points; 2. L'angle 
de deux droites ; 3. L’aire d’une figure fermée. 
1. Soit x, y Ym ou (a, y) un point P du réseau et O le point 
(0 — 0), 
r= + Vx? — my’, 


est par définition la distance OP. 
Tous les points, dont la distance 4 0 est égale a 1, satisfont a 


a 


ils sont situés sur une hyperbole réelle, dont l’axe réel est placé 
sur Ow, et dont la longueur est 2. Celte courbe est dite ]a courbe 
mensurante (Eichkurve), elle détermine l’unité de longueur. Elle 
définit, en effet, une unité de longueur (particuli¢re) sur toute 
droite passant par l’origine, qui représente alors l’unité de mesure 
pour tout segment porté par la méme droite. 

Tous les points situés sur l’une des asymptotes 


s—Vmy =o, z+ y¥my =o, 
sont situés 4 une distance de l’origine égale 4 0 ; car, pour un point 
quelconque de l'une de ces asymptotes 
r= V2? — my? =o. 


Les asymptotes jouent, dans ce systéme, le rdle des droites 
e+ y ¥—1 dans la géométrie élémentaire. 

Cette propriété particuliére a fait donner aux asymptotes le nom 
de droites minima, qui est employé en géométrie élémentaire pour 


Lie yy — 7 == 0 et e—y/—1—0. 


Les distances de tous les points situés 4 l’intérieur des asymp- 
totes au point o sont réelles. Par contre, pour les autres points, 
x? — my” est négatif, par conséquent r est imaginaire. On peut 
utiliser pour ces points l’hyperbole conjuguée 


x? — my? = — 1, 
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comme courbe mensurante, A condition de multiplier l’unité obte- 
nue par i = /—1. 


De plus, la distance de deux points x, y Vm, x, y, Vm est 


r=Ve—a@,)¥—my—y J 


2. On emploie un artifice pour définir la pente du rayon OP. On 
remplace les fonctions circulaires employées précédemment par les 


fonctions hyperboliques, de méme que pour les longueurs, | hyper- 
bole s’est substituée au cercle. 


Nous poserons 


z+yVm—r (che + sho), 
( == Che, 


)yVm=rshe, 


et cet angle @, qui par définition sera l’angle de OP avec Ow. 


Rappelons ici les propriétés élémentaires des fonctions hyper- 
boliques, 


Ke = Ce eae 
Le ee ee er a ee, 
: 2 2 
par suite 
ch (— ¢)=ch(y), sh(—9)=—shg, 
ch? 9 — sh?-¢ = 1, donc =x? — my? =r’, 
de plus 


ch 9 — sho = e®, ch o —sho =e?, 


(ch + sh ¢) (ch 9, + sh 9,) = Ener: \@ + 9%), 
(ch ¢ + sh 9) (ch ¢, — sh ¢,) = ch (p — 9,) +'sh (9 —'9,), 
(cho —ish 9) (ch, — sh 9,) =.ch (2 + 9,) — sh (p +'9,), 
(ch + sh ¢): (cho, + sh 9,) = ch (p — 9,) + sh (9 — 9), 
(ch ¢ + sh ¢):(ch 9, — sh 9,) = ch (¢ it a ieee 
(ch ¢ — sh 9) :(ch 9, — sh ¢,) = ch (vy —'9,) — sh (p — 4). 


D’aprés cette formule, l’analogie de la multiplication de deux 
nombres 


zt+tyVm=—r(cho+sh¢) et a,+7¥, Vm =r, (ch, + sh 9,), 


avec la multiplication des nombres complexes est complete. 
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Lorsqu’on veut déterminer 9 on a 


2+ y Vm = re?, 
a yin Sere, 


oo 2 ey vn 
~ ¢—yym 
I e+ y Vm 
o=-—L eemage 
i 2 x —y vm 


Mais comme e?? = e?? + 27, on voit que ¢ n'est déterminé qu’au 
module mi prés. Nous entendrons par Log la valeur principale 
et+yVvm 
eT 
distinguer entre les rayons OP qui coupentl' hyperbole «*— my* =1, 
et ceux qui ne la coupent pas. 

Dans le premier cas x? — my? > 0, ou encore la norme du 
nombre « + y ym est positive, rest réel, alors 


(réelle) du Logarithme naturel du quotient . I] faut alors 


1, etyvm 1, (ety vm) 
ase Ib —- == _L iia 
2 x—yV¥m 2 n(x —y Vm) 
g est un angle réel. 
Dans le second cas 2? — my? < 0, n(a + y Ym) est négatif, 


1, (e+yVm)P 1 (x + y vm)? 1 
— — LS = LY = Ab, (= 1). 
2 n(z—yVm) ? | ame ae a 


L’angle @ est un nombre complexe. 

L’angle de deux rayons OP, OP, est, par définition, la différence 
des pentes de ces rayons » — 9,, précédé du signe + ou —. Le 
signe sera déterminé lorsqu’on aura orienté les angles. Deux rayons 
vecteurs, séparés par une asymptote, comprennent un angle com- 
plexe, tandis que deux rayons qui ne sont pas séparés par une 
asymptote comprennent un angle réel. L’angle d'une asymptote 
avec Ow ou avec un rayon quelconque OP est infiniment grand. 

3. Nous prendrons pour unité de surface un carré de cdté égal 
a1, Nous mesurerons les aires suivant les procédés habituels de la 
géométrie élémentaire, c’est-a-dire du calcul intégral. 
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La surface d'un parallélogramme de sommets 0, a + b \/m, 
a+ a, + (b + d,) Vm, a, + b, Ym, est égale A 


f= 7" | = (ab, — a,b) Vm, 


et, en particulier, la maille du réseau des nombres entiers du corps 
du réseau fondamental, a une aire égale a \/m. 

Il est évident, d’aprés ces conventions, que les théoremes fonda- 
mentaux relatifs aux opérations élémentaires de l’addition, de la 
soustraction, de la multiplication sont encore vrais. La multiplica- 
tion de deux sommets du réseau, revient a l’addition des pentes de 
leurs rayons vecteurs et & la multiplication de ces rayons vecteurs r 
eti 7. 

Un idéal principal (~) est donc représenté par un réseau de 
points, composé de tous les points du réseau divisibles par «. La 
représentation de l’idéal (~) par une base quelconque, par exemple 
a, am, 

(1) = (2, Vm, ax + amy), 


ou x et y sont des entiers rationnels, nous montre que l’on peut 
inscrire une infinité de réseaux de paralleles dans le réseau de 
Vidéal. 

On obtient le réseau (~%) en multipliant tout point du réseau 
fondamental par a. Soit ¢ = a + b Vm = Ge® et soit 
x + y ¥m = re? un point quelconque du réseau, on a comme 
produit de ces deux points 


X + YV¥m = az + bmy + (bx + ay) (m = Grel® + ¥), 


d’ou le théoreme : 

_ Tout point de («) résulte d'un point du réseau fondamental, par 
une rotation du rayon vecteur d'un angle Z, el par une homothétie 
dans le rapport @: 1. 

On peut encore dire : 
Le réseau (~) est lié au réseau des points du corps par la trans- 


formation 
( X = az + bmy, 


) Y = ba + ay, 


dont le déterminant est a? — mb? = a’. 
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Nous venons d’employer le mot de « rotation » dans un sens un 
peu plus général que le sens ordinaire. Nous y sommes amenés, car 
cette rotation est contenue dans une transformation homographique 
et ces transformations sont essentiellement distinctes suivant que 
le déterminant de la transformation est positif ou négatif. En effet 
si a’ est positif notre angle 


nN 
o—— 


2) 
Log onic aSs sat ais 


I 
2 


est réel et nous avons une rotation usuelle. 
Si @ est négatif, c’est-a-dire @ imaginaire, 


/m)* \ 
Fe in ty [ever 
2 2 


a2 


est un angle complexe, et entre les deux positions du rayon vecteur 
il y a une asymptote. On peut considérer cette rotation impropre 
comme une combinaison d’une rotation de l’angle réel 


re a atc 


ou le rayon ne sort pas d’un angle des asymptotes, et d'une 
symétrie par rapport aux asymptotes. 


[Trouver un rayon OP, qui fait avec OP l’angle - c’est trouver 


le rayon du faisceau de sommet O conjugué harmonique de OP par 
rapport aux asymptotes]. 

Prenons un exemple : le corps k(y10). 

Les points O=0, a= 1, 6 = 1 + 10, e= y'10 nous donnent 
dans le réseau (Z) = (1 + y'10) les quatre points 


Oo, W=1+y710, Barr szV1o, C= 10+ Vto- 


Les formules nous donnent 


= Lr Vie 


10 =- V1 


I 
© —-_L == 
BRS 10 — 10 
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et enfin 
<) M0C = * L (— 1) =<) a0e. 


On voit de méme que les angles 


OWS = Onb, ASC = abe, BEO — bcd. 


++ - -O--0--4-<-S--0-- 


De plus 


OW : O06 = V¥— 9: Vga = —1 3 V'iI05 
Oa: Oc = 1: V— 10 = OW : OG, 


et l’on voit qu’aux sens des conventions pseudométriques les figures 
Onabe et O2(BC sont semblables. 

On a donc le résultat suivant : 

Le réseau (~) est semblable au réseau fondamental et résulte de 
a+tbym 
a—by/m 


I 
ce dernier par une rotation @ =- L et une homothétie 
2 


de rapport @: rt. 

On démontre exactement comme dans Je cas des corps imagi- 
naires que l'on peut inscrire une infinité de réseaux de paralléles 
dans un réseau de points (~) et que deux de ces réseaux se déduisent 
l'un de l'autre par une transformation homographique de déter- 
minant = 1. 

Il nous reste pour bien connaitre la structure d’un réseau (@) a 
chercher la signification géométrique des idéaux unités. 

Ila été démontré précédemment qu’un corps réel possede une 
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infinité d’unités. Leurs images sont situées sur la courbe mensurante 
(Eichkurve). L’image de l’unité fondamentale est parmi ces points 
celui qui a la moindre pente. 

Soit ¢ une unité du corps de norme n(¢) = + I. 

Le réseau (2) comprend tous les points du corps. Le réseau (¢) 
s’obtient en donnant au réseau du corps une rotation 


_ uy a + by 
eo ab yn 


m> 


=L(a+ bV¥m) car -¢ =n) = + 1. 


De méme le réseau (¢*) ob / est un entier posilif ou négatif s’ob- 
tient en donnant au réseau du corps la rotation 


kL(a+ bym), 
et le réseau (— ¢*) s'obtient par Ja rotation 
kida —- bVm) += in: 


Mais comme tous ces réseaux (+ ¢") sont identiques au réseau 
fondamental on voit qu’on peut donner a l’existence des unités du 
corps en nombre infini l’interprétation géométrique suivante : 

Le réseau des points entiers du corps k(V/m) se transforme en 
lui-méme par une rotation d’un multiple quelconque de 2, c’est- 
a-dire k€ ou encore in + k2. Dans ces rotations les points unités se 
déplacent sur la Eichkurve et un point quelconque se déplace sur 
une hyperbole «? — my? = C semblable 4 une Eichkurve (propre 
ou impropre). 

Le réseau de points d’un corps réel a donc des propriétés ana- 
logues a celles d’un polygone régulier ou plutét a celle d’un poly- 
gdne inscrit dans un cercle et admettant certaines symétries. 

Soit ensuite une unité ¢ de k(Vm) dont la norme égale 4 — 1, 
ul est encore vrai que le réseau (¢) est identique au réseau du corps. 
Il se déduit du premier par une rotation impropre 


ae OV Tn 


m™> 


/ 
n a 
L? bym 


= L(a + b¥m) — ~ L(—1) 


i - 
SSS TNT L(a + bm), 


> s! a e s r , r J 
c est-a-dire par une rotation com pliquée d’une symétrie par rapport 
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aux asymptotes, avec une transformation du rayon vecteur dans le 
rapportey 22. 

Le réseau (— ¢) ne différe du réseau (¢) que par une symétrie par 
rapport au point O. 

Le réseau (¢?) résulte du réseau fondamental par une rotation 
propre. ¢**! se distingue donc de ¢**, du reste on peut énoncer 
général le : 

Théoréme. — Lorsque le corps réel renferme une unité fonda- 

iT 
mentale ¢ de norme — 1 et si l’on pose ¢ = ie? "ow é, est un 
angle réel, le réseau se transforme en lui-méme par une rotation 
d'un angle 2, suivie d’une symétrie par rapport A une asymptote 
de la courbe mensurante (Eichkurve). 

Ces deux interprétations géométriques expliquent les théorémes 
relatifs aux unités du corps quadratique et montrent l’intérét de la 
différence entre la norme positive et la norme négative de l’unité 
fondamentale. 

Connaitre les unités du corps réel ce n’est au point de vue ana— 
lytique que connaitre toutes les transformations linéaires 4 coeffi- 
cients entiers 


X = az + bmy, 
Y = br + ay, 


qui transforme en lui-méme le réseau du corps, car il est évident 
qu'une pareille transformation ne peut avoir comme déterminant 
que-==i1- 

Pour les corps imaginaires 4 l'exception peut-étre de k (\/— 3) la 
recherche de ces transformations est un probleme facile. 

Le corps  (\/— 1) nous donne un réseau fondamental contenant 
un réseau de paralléles 4 mailles carrées. Ce réseau se transforme 
en lui-méme par une rotation de go° et par une symétrie par rap-— 
port aux bissectrices des angles des axes. L’interprétation géomé— 
trique des unités = — 1 donnerait le méme résultat. 

Il est de plus évident que les unités jouent le méme role pour un 
réseau de points (~) que pour le réseau des nombres du corps car 
(%) = (az), c’est-d-dire les unités fournissent toutes les rotations 
(propres et impropres) ou au point de vue analytique toutes les 
transformations qui font coincider un réseau (@) avec lui-méme. 
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Nous avons examiné tous les cas. ow les. résultats different pour 
les corps réels et les corps imaginaires. Il est facile de compléter 
pour les cas ot les. interprétations sont semblables dans les deux 
espéces de corps. Nous négligerons de traiter le cas d’un corps réel 
m = 1 (4) et nous contenterons d’énoncer le résultat final. 

Théoreme. — Lorsqu’on attribue aux entiers d’un corps un 
réseau de points, 4 tout idéal j du corps correspond un réseau de 
points j. On peut inscrire une infinité de réseau de paralléles. dans 
ce dernier. Ils se déduisent I’un de l’autre par une transformation 
homographique de déterminant + 1. Tout réseau de points se 
transforme en lui-méme d’une infinité de maniéres. Ces transfor- 
mations sont fournies' par les unités du corps. 

La maille d’un réseau contient des sommets du réseau fonda-— 
mental formant un systéme complet de restes suivant (j). 

Les réseaux correspondant & des idéaux équivalents sont sem- 
blables, de sorte que l'ensemble des réseaux de points se répar- 
tissent en h classes. Chaque classe contient au moins un réseau 


: me d 
avec une maille d’aire < ee 


CHAPITRE IV 


LES CORPS DU TROISIEME DEGRE 


Nous avons traité assez complétement la théorie des corps qua- 
dratiques dans les chapitres précédents. Notre intention était de 
familiariser le lecteur avec les problémes de la théorie d’un corps 
quelconque. Le corps quadratique cependant est si particulier que 
le plus souvent il ne faut pas appliquer 4 son étude les méthodes 
de la théorie générale-des corps algébriques. On pourrait encourir 
le reproche d’employer des canons pour tuer des moineaux. 

Ce livre se propose de servir d’introduction 4 l'étude des corps. 
algébriques, et pour atteindre notre but nous ajouterons encore 
quelques méthodes plus générales sur lesquelles se base la théorie 
des idéaux. C’est pourquoi nous étudierons le corps cubique a 
lexception : 1° des lois de réciprocité ; 2° de la répartition des 
classes en genres. 

Nous ne donnerons d'une fagon complete que les démonstrations: 
qui different essentiellement des démonstrations pour les théorémes: 
correspondants du corps quadratique. 

Enfin le dernier chapitre est destiné a expliquer une notion 
extrémement. importante et fructueuse, celle du « corps relatif », 
nous |’expliquerons sur l’exemple d’un corps relatif par rapport au 
corps quadralique pris comme corps fondamental. 


39. Notions fondamentales. Définitions. — Tout nombre ~ 
racine d’une équation irréductible de degré m a coefficients ration- 
nels est dit un nombre algébrique. 
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Si l’on adjoint ce nombre @ aux nombres rationnels, et si l’on 
effectue sur ce systeme de nombres étendu ainsi les opérations 
d’addition, de soustraction, de multiplication et de division, on 
obtient un nouveau domaine de nombres algébriques ou un corps 
de nombres, Autrement dit Ce corps se compose de toutes les fonc- 
tions rationnelles entiéres et fractionnaires de « a coefficients 
rationnels. Le corps de nombres a les propriétés fondamentales 
suivantes qui peuvent ¢étre prises pour définition : 

1° La somme ou la différence de deux nombres est un nombre 
du corps ; 

2° Le produit et le quotient de deux nombres quelconques est 
un nombre du corps. 

Un nombre algébrique « est dit un nombre algébrique entier 
lorsque @ satisfait 4 une équation algébrique de degré m 


a” + gamit... + a, =O, 


oul a,, @, ... a,, sont des entiers rationnels, tandis que le coefficient 
de a” égale 1. 

Nous nous occuperons de suite du corps du troisieme degré (au 
corps cubique). Nous appliquerons ici certains théorémes et cer- 
taines notations empruntes a l’algébre, les traités d’algébre rensei- 
gneront le lecteur a ce sujet. 

Soient %, 3’, %" les racines d’une équation du troisiéme degré 
irréductible 


G(x) = «* + aya? + ae + a; =o 


a coefficients entiers et rationnels a,, a2, a3; &, 3’, &” sont trois 
nombres algébriques distincts entiers que nous ne supposerons pas 
rationnels. 

Nous dirons que les trois nombres %, 3’, 2” sont conjugués. En 
les adjoignant successivement au domaine des nombres rationnels 
on obtient trois corps de nombres différents que l’on nomme corps 
conjugués, nous les désignerons par k(®), k(2'), k(3"). k(') résulte 
de k(=) quand on remplace dans tous les nombres de ce dernier 
& par 3’, ou encore lorsqu’on effectue la substitution S = § (Sie). 

Théoréme. — Les nombres du corps k(%) peuvent étre repré- 
sentés sous la forme 


== 4) 1605 a= cS, 
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a, b, c étant des nombres rationnels quelconques. 
9 peut par définition s’écrire 


9 J @) 


=f) 

ou f, fi sont des fonctions rationnelles entiéres de degrés quel- 
conques r et r, et & coefficients rationnels entiers. Les nombres 
pe): Sf (3) sont + o par hypothese. Les deux fonctions fet fi sont 
premieres avec G (cr) (c’est-A-dire qu’elles ne peuvent avoir avec G (a) 
aucun facteur commun de la forme G, (ax) = box? +62 + 6,). Car 
comme G() est une fonction irréductible f(x) ou f(a) serait divi- 
sible par G(a) lui-méme et on aurait f(s) = 0 ou fi(2) =o. 

On sait qu’on peut déterminer deux polyndmes rationnels /, (x), 
G,(a) 4 coefficients entiers rationnels et de degrés respectifs 2 et 
ry — 1, tels que 


En tenant compte de G(@) = 0, ona 


§ — i= fe on f(2) 9(F ‘S\) — 
AE) — fAhE)+ Gee — HE) 
c’est-a-dire qu’on voit tout d’abord que tout nombre du corps peut 
étre représenté par un polyndéme entier A coefficients rationnels. 
Mais tout polynédme de degré supérieur A 2 peut étre mis sous la 
forme 
F@)'= Fi(z). G(x) 4:6) (2); 


ot: G,(x) représente un polynéme du second degré au plus a coeffi- 
cients rationnels, et comme G(2%) = 0, F(%) = Gy, (8), c’est-a-dire 
que 

Ca b3'=+ c* 
est la forme la plus générale des nombres de k(3) ('). 


De 1a résulte que tout nombre 4 non rationnel satisfait 4 une 
équation du troisiéme degré a coefficients rationnels. 


(1) Comme 3! + 3” et S'S" sont des nombres du corps k(5), il est facile de 
voir que 0/ + 0” et 6/6" sont comme 8 des nombres du corps. 
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Cette proposition se démontre facilement, et nous passons de 
suite a l’étude des entiers du corps. 

Théoréme. — La somme, la différence, le produit de deux 
nombres entiers du corps k(%) est un entier du corps. 

Démonstration : Soient % et deux nombres entiers du corps 


Se oe 
B= uy + YS + w,S?, 


oll U, V, W, UW, Vi, Wi Sout des nombres rationnels. 2, @, B satis- 
font a 


(1) G(x) = a + ayn? + age + a; = 0, 
(2) a? +. Ayo? -- Age = A;:—= 0, 
(3) x + Bia? + Bir + B; =o. 


Il est évident tout d’abord que la somme @ + f satisfait 4 une 
équalion du troisiéme degré a coefficients rationnels, car les coeffi- 
cients de 


(4) S(x) = [2 — (a + 8)] [ew — (2 + 6D] [e — (2" + B)] = 0 


peuvent étre exprimés par des fonctions entiéres et rationnelles de 


u, v, w, uw’, v', w’ et par des fonctions symétriques élémentaires 
de 3, 3’, 8", c’est-a-dire a1, ds, a;. Le coefficient de x* est égal a 1. 
Il reste 4 démontrer que les autres coefficients sont des entiers 
rationnels. 


Pour cela formons d’abord |’équation du neuviéme degré 


T(e) = [2 — (« + B)] [e — (4 + BY] [e@ —(@ + 8B")] -.. 


2 ie — (2" + 8] fe — (2" + 8] [fo — (+ BY] 00. 


Dans l’expression T(x) le coefficient du terme de degré le plus 
élévé est 1, tous les autres coefficients sont des fonctions symé- 
triques entiéres rationnellés dea, a’, ~", oe 6", 8", elles s’expriment 
rationnellement et en fonction entitre des coefficients de (2) et 
de (3), c’est-a-dire des entiers rationnels A et B, c’est-d-dire que 
les coefficients de T(a) sont des entiers rationnels, ceci démon- 
trerait déja que & + f est entier. On peut en conclure de plus ce 
qui suit : 
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La fonction S (a) est un diviseur de T(x), c’est-a-dire que T (x) 
est le produit de deux fonctions entiéres rationnelles 


T (2) = S(2) S,(c). 


Les coefficients de T et de'S étant rationnels, ceux de §, le sont 
aussi, el le coefficient du premier terme de §,(a) est l’unité. 
D’aprés un théoréme di 4 Gauss (') il en résulte que tous les coef- 
ficients de S(a) et Si(z) sont des entiers rationnels, car il en est 
ainsi des coefficients de T(«). 

Le Théoréme est donc démontré pour la somme et la différence. 
Lorsqu’il s’agit du produit, on remplace les opérations (4) et (5) 
par 


(4a) Pa = (@ — af) (w — 4/8’) (w — 2/8") =o, 


Q(x) =(e — 28) (@ — a8") (x — a8") (@ —a'B) (@ —a'B") (x — a’) 
(« wee a!) (a a at!B”) (a 2 a8). 


On achéve comme précédemment. 

On démontre ensuite de proche en proche le 

Théoreme. — Toute fonction rationnelle enti¢re de nombres 
entiers du corps 4 coefficients entiers rationnels est encore un 
nombre entier du corps. 

Une conséquence importante est la suivante : 


(5a) 


Talh 
. . . . ana 
Sig est un nombre entier ¢’z” est aussi un entier, car 7’¢.” — 


/ 


ol al 


est un nombre entier et que est un nombre du corps k(s). 


oi 


(4) Voir Wenz, Traité d’algébre, 2° édition, Braunschweig, t. I, p. 98. 
Soient 
O(a) = aw + aya"! +... Gn 


Vig) =a bya te. Dn 


deux fonctions entiéres rationnelles, dont les premiers termes ont pour coeffi- 
cient 1; tandis que les autres coefficients sont rationnels, les coefficients du 


produit 
O(a) dia) == ot + cy br tw, mtn 
pact ; : d 
C1, C2, C3, ++» Cmtn Me peuvent ctre tous enliers que sl les coefficients a, 6 de 


~(x) et de U(x) sont tous des nombres entiers, 
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Nous appliquerons plus loin le 

Théoreme. — Lorsqu’un entier du corps k(S) est un nombre 
rationnel il est en méme temps un entier rationnel. 

La démonstration résulte du théoréme de Gauss, si l’on considére 
que l’équation du troisiéme degré a laquelle satisfait ~ se décompose. 


40. Le discriminant d’un nombre entier du corps. — Soit Z 


un entier quelconque du corps. 

t. Les nombres @’, ~' issus de ~ en remplagant = par =’ et &” sont 
dits conjugués de &. 

2. Le produit 


aga” — n (x) 


est la norme du nombre z. 
3. Le produit 


o7 


(2X) = (2a!) (2 al 


est la différente de a. 
4. Le produit 


I ea AZ) 
——s I a! 2 
I i p!2 


est le discriminant du nombre @. 

La norme et le discriminant d’un nombre entier ~% sont des 
enliers rationnels, ils appartiennent au corps, la différente de ~ est 
aussi un nombre du corps, car 


8 (a) — 2 a (a! ae a") ale Gill’. 


de plus on voit que 
dla) <= aif): 
Le discriminant du nombre % qui détermine le corps k(3) est 
comme on sait une fonction rationnelle de a,, a2, a3. Cette fonc— 


tion ne peut étre nulle car G(~) = o étant irréductible n’a pas de 
racine double. 


LES CORPS DU TROISIEME DEGRE 259 


L’algébre nous apprend a calculer d(~) au moyen des fonctions 
symétriques. Pour & qui est une racine de G(«) = 0, il vient 


d(%) = aja} + 18a,a,a; — 4a? + hata, — 272. 
En particulier si a, = 0, ona 
d(s) = — ha} — 27a}. 


Le discriminant d’un nombre rationnel est évidemment égal A zéro. 
Réciproquement si le déterminant de & estnul~estun nombre ration- 
nel. En effet si d(z) = 0, 7 = @', a est donc racine double d’une 
équation du troisiéme degré 4 coefficients rationnels, c’est-d-dire 
que @ est rationnel. Tout nombre non rationnel « est racine d’une 
équation irréductible du 3° degré. 

Dans le cas ot d(#) est positif l’équation G(x) = 0 a trois 
racines réelles ; les trois corps conjugués k(S), k(s’), k(8") ne con- 
tiennent que des nombres réels, nous dirons que ce sont des corps 
réels. 

Dans le cas 04 le discriminant d (2) est négatif l’équation G(x) =o 
a une racine réelle et deux racines imaginaires conjuguées. L’un 
des trois corps est un corps rée]. Les deux autres contiennent des 
nombres imaginaires et sont dits des corps imaginaires. 

Théortme. — Le discriminant de tout entier non rationnel d'un 
corps cubique est toujours différent de zéro et de + 1. 

Démonstration : Les discriminants de tous les nombres diffé- 
rents de zéro entiers et non rationnels ont le méme signe. Car 


aa, +635 -+ ¢,3? 
a? = a, + b,3 + ¢,3? 
est d’apres le théoréme relatif au produit des déterminants 
d(x) == (bye, — b,¢,)?d (3). 


Le discriminant de tout nombre Z a le signe du discriminant 
de 6. 


De plus & satisfait 4 une équation irréductible du troisiéme degré 


(1) a? + u,2? + ux + u; =O 


Sommer, — Théorie des nombres. 17 
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A coefficients entiers ét rationnels. Ou bien w= 0 et l’on a 
d(«) = — hu} — 273, 

ou bien u, est différent de zéro et la substitution 


aig ou ety — ae 
AAS 3 ans 3 


rameéne l’équation (1) a la forme 


lcatee Le 
oy 3 maby st cea 
(2) shige ee Siesta 
ou U,, U, sont des entiers rationnels ot U, est divisible par 3 vet 
U; est divisible par 27 si u, est divisible par 3. Salen est armsi 
d(z) est de la forme — 4u,** — 27u;*”. 
‘Dans le caso ui = 0 (3), ona 


\ I 
Spe ec ee. 25 


(4 U3 +- U3). 


Sidonc lediscriminant:d’un nombre entier était égal.4 — 1, l'une 
des deux-équations 
(3) Aus + 2702 = 1 
(4) AU} + U3 = 27 


aurait des solutions enti¢res, c’est-4-dire que l’une des deux con— 
gruences 
27 U3 — 1 == 0 (4), U2 — 27 =.0 (4) 


admettrait des solutions ce qui est impossible. 
On ne peut avoir non plus d(«) = + 1. En effet, en cherchant 


XY r 


a résoudre x* + y* = 2%, nous avons vu que les équations 
1 
(9) Ya Se 0 


sont les seules équations 4 coefficients rationnels dont la somme 
est nulle et dont le discriminant d(z) = -+ 1. Ces équations ne 
définissent aucun nombre entier rationnel. Il n’y a pas non plus de 


Ap ae Wy . TB. : 
substitution y = a +3 qui permet de déduire de (5) une équation 


x? + u,2? + we —-+ u;=0 
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4 coefficiénts entiers et rationnels comme on le voit en remplacant 
y par’sa valeur dans (5). 


41. Les bases du corps k(2), — Le théoréme suivant est trés 
important, il nous permet d’écrire les nombres du corps sous une 
forme intéressante. 

Théoréme. — On peut toujours, et d’une infinité de maniéres, 
choisir trois nombres ©, © , ©, tels que tout nombre entier du 
corps puisse étre mis sous la forme 


e 


LW, + Yo —}- ZW3, 


x, y, 2 étant des entiers rationnels. 

Démonsiration : La démonstration se décompose en deux parties. 
On établit d’abord la forme générale sous laquelle on peut écrire 
les entiers du corps, et on en déduit trois nombres répondant a la 
question. 

Soit a, 6, c trois entiers rationnels, il en résulte que les nombres 
algébriques 2 + bs -+ cS? sont entiers. 

Soient maintenant a, b, ¢ trois nombres rationnels quelconques, 
et soit 


i SCS", 


quelles conditions doivent remplir a, 6, c pour que & soit un entier 
du corps. Si « est un entier les conjugués ¢ et ~’ sont aussi entiers. 
Calculons a, 6, c en fonction de z, z’, ~ 


i es (ej SE EE Se 


(1) © a+ b3! + c3!? = a! 
ba bal 4 oa aaa! 
ona 
mao oO | GSR? Le me 
aera ee ms NT gee 
UT] ol oN gy! ol a2 I ol! oN 
(2) rey eyes | is SP 
ape i i ee 
I ol ola I ol o2 


et des expressions analogues pour 6 et c. 
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Les nombres rationnels sont done égaux A des fractions, dont 
les numérateurs et les dénominateurs sont des fonctions entiéres 
rationnelles symétriques de @, a’, 7", 2, 2’, 3”. Les dénominateurs 
sont égaux 4 d(%), ce sont des entiers rationnels, les numérateurs 
sont rationnels et par suite entiers. 

Autrement si  — a + bz + c3? est un entier, les dénominateurs 
de a, b, c rendus irréductibles ne peuvent avoir d’autres facteurs 
premiers que ceux de d(#). On peut toujours prendre a, b, c sous 


la forme 
De ae ae teense 
cool = d(s)’ = ad) 
ou A, B, C sont des entiers rationnels. 
On a donc 
2 
(3) g a Base Get 


ce qui nous permettra de trouver 0), @2, ®s. 
Kcrivons tous les nombres entiers du corps sous la forme 


a+ bs + c3? 


ou. a, b, c sont des entiers rationnels ; il y a certainement une infi- 

nité de nombres du corps pour lesquels le coefficient c de =? n’est 
a + b&. + cS? " : ; 

pas nul. Tout nombre -——, ane peut étre décomposé en deux 

parties. Divisons a, b, c par d(s) et supposons les restes en valeur 

absolue <= d(), c’est-a-dire posons a = a,d(%) + A, ona 


A+ Bs + Cs? 


a—-+- bS + cS? hy 
0) d(®) 


nae mar ae 


= % + 4, 


a, et ~ sont des entiers du corps. Nous ne considérons dans ce qui 


2 
suit que les nombres entiers a ts , pour lesquels les 


coefficients A, B, C sont en valeur absolue < | d() | (y compris 
le cas de l’égalité). Soit Q* le plus grand commun diviseur de tous 
les coefficients G, C est donc un nombre déterminé = 1, il y a 
aussi dans les corps des nombres de la forme 
4# 2 oe B*S ae Cee 

d (3) 
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car si 


eG ai bys + c2? aE be 2? 
sl d(S) ’ 42 d(S) 


satisfaisant aux conditions indiquées et si ¢ est le plus grand com- 
mun diviseur de c, et de c2 il existe deux entiers u et v tels que 
UC, + UC, = t, et par suite 


(ua, +- vay) + (uby + vb,)3 + cee 
d(3) 


Ne a 


Le nombre uz, + vz, est également un entier du corps. Si l’on 
combine de la méme facon tous les nombres 


A= Bs = Cs? 
(oe 
d(3) 


’ 


dont le nombre est limité, on peut choisir les multiplicateurs 
u, V, W, ... de bien des facons différentes, de fagon que le nombre 
entier «* obtenu ait un coelficient déterminé C* pour 3°. 

Le nombre C* est un facteur de d(S), car par hypothése il y a 
parmi les nombres ~ le nombre s? pour lequel GC = d(%). De 


; i mee : 
plus si ices désigne un entier quelconque du corps ¢ est 


un multiple de C* car ¢ = e,d(s) + C. 

Nous prendrons pour ~* un nombre déterminé, en supposant 
qu’on ait fixé non seulement la valeur de C* mais qu’on ait choisi 
aussi A* et B*, et nous remplacerons z* par ws3. Alors tout nombre 


pis Ce 
a) 


peut sécrire 


a, + by 
SS ot ae z ’ 
a d(3) + 23 


‘ . . ay + nS e 
ou z est un entier rationnel et = epee entier du corps. 


7) 
Nous supposerons encore que dans 


A, +B,3 
(5) be er 
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ne représente que les entiers dont les coefficients sont en valeur 
absolue < | d(3) |. Opérons comme précédemment et soit B,* le 
plus grand commun diviseur de tous les B, qui sont en nombre 
fini, il en résulte que le corps contient toujours un entier de la 
forme 


~ A+ BYS 
M, | Abie a ae 


; bs : : 
B,* est un facteur de d(3) et si =e représente un entier du 


“) 
corps b, est.un multiple de B,”. 
Supposons que dans (6) A* soit également un nombre déterminé 


et posons (* = o)», tout nombre 


a= + OS 
tg(5) 
peut se mettre sous la forme 
6 = A, + yuo, 


oti A, et y sont des entiers rationnels. 

Sienfin l’on pose «), — 1, les trois nombres 6),, 3,6; répondent 
aux conditions de ’énoncé. Tout entier ~ du corps peut étre mis 
sous la forme 


(7) - & = LH, + Ywo + Zu. 


Car on peut d’abord choisir z entier et rationnel, de fagon que 
a — zu), ait la forme f de I’équation (5). Ensuite on peut choisir y 
entier et rationnel tel que ; 
B —yos = 7 
soit un nombre rationnel. On peut donc poser y = ao), = x. On 
dit que trois nombres ayant les mémes propriétés que 


Wi, Wo, W3 


forment une base du corps. 
Au lieu des nombres ©,, 4), ©, on peut choisir 
BEES _ C+ 6,3 + C33 


Wo = 1, oO, = —a 


dN S 5 os een ca 
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comme base normale, tels que | B|,.|C.|, | C,|<|d(S)',.c’est-’-dire 
correspondent aux plus petites valeurs de A,* dans l’égalité. (6). 
Nous avons écrit pour simplifier B, — B,*, G, = Cr. 

Si @,, @, @3, :*, @,*, ©," désignent deux bases différentes, ces 
nombres sont liés par des relations linéaires 4 coefficients. entiers. 
rationnels 


* 
Wey = Ay 44) + AyoW2 - Ay3W3, 
(8) WW" == Ay,W) + Az205 + A233, 


A311 + Az9W2 + A333. 


2 
| 


Comme réciproquement les ») peuvent s’exprimer de la méme 
maniére en fonction des o*, cela exige que 


Gy, Gy, G13 | 
a, .@,h996,, | mates ae 
a3, as» a33 


D'autre part si l’on choisit les a; entiers rationnels satisfaisant & 
cette condition, les 3 équations (8) nous fourniront une nouvelle 
base. Or le choix des a,, est possible d’une infinité de maniéres, il 
existe donc une infinité de systémes de trois nombres formant une 
base dw corps. 

Le déterminant 


j Wy Wy W3 
J ! I 
(9) d — w,/ Wd. Ws 
” Wt 7 
Wy Ws 3 | 


est le Diseriminant du corps. 
Le théoréme relatif & la multiplication des déterminants nous 
montre que 


(w1*, we", w3")? 7 (441, a22, 33)” (m4, we’, wg")? sath ee 


Ee discriminant du corps est indépendant de la base. 
Le discriminant du corps est un nombre rationnel. 


(!) Nous avons représenté un déterminant par les éléments de la diagonale 
qui va de gauche & droite. 
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Ce nombre est un diviseur commun des discriminants de tous les 
entiers du corps, car on a 


d(2) = (2, yu. m9)? 
en supposant 


\ I == £0, + Yo + 7g, 
(10) “ & == 2ywy + Y1W2 + 240, 
| a2 = LQW, + Y2Me + ZgW3- 


Désignons par ©, @, @2 une base normale 


B+ BS 04+ 6,5 + O87 
ate iat ~ diaaies Wee a oa we 
Ona 
, B? G3 
(11) d= as) 


On a déja montré que B, et C, sont des diviseurs de d (3) et ceci 
nous montre encore que d n’admet que des facteurs contenus 
dans d(3). 

De plus ce quotient nous montre que d contient certainement en 
facteurs, les nombres premiers figurant dans d(3) 4 une puissance 
impaire. 

Lorsque le discriminant d du corps est égal 4 d(3), on voit en 
remplagant « par 3 dans le systéme (10) que (a, yi, 22) = 1, 
cest-a-dire que les trois nombres 1, 3, 3S? forment une base du 
corps. 


) 


a sont des entiers 
rationnels nous montrerait que d = d(S) toutes les fois que d(S) ne 
contient ses facteurs premiers qu’d la premiére puissance. 

d(=) ne peut étre égal 4 + 1, d’aprés la valeur de d on voit qu'il 
ne peut étre égal 4 + 1 tant que d(®) n’est pas carré parfait. II 
pourrait encore étre égal 4 + 1 lorsque d(z) == r?. Mais le 
théoréme de Minkowski permet de démontrer que le discriminant 
de tout corps est différent de + 1. On démontre d’abord que dans 
tout corps il existe un nombre @, tel que | n(~)|<| Vd] et comme 
n(%) = 1 il faut que |d| > 1. Ceci est développé au chap. VI, 
§ 18 du Bericht. de M. Hilbert. 


Une discussion plus approfondie du fait que d 
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42. Le calcul des bases du corps /(z). — Le calcul d’une 
base d’un corps cubique n’est plus aussi simple que celui d’une base 
du corps quadratique. Cependant (en s’appuyant sur les théorémes 
relatifs aux discriminants des nombres entiers) mettre la base du 
corps sous une forme, telle que le calcul numérique de ces bases 
dans les cas particuliers devienne assez facile ('). 


Soit d’abord la base 


B+ Bs ee ee 
bead ad eet pclae Sir 


oe i, (Oye = (= 


De plus posons 
dS Se greg pyle. ph (d(S) a: Ae 1), 


oul e, ... e sont des entiers quelconques = 0, fi ... f ne peuvent 
représenter que les nombres 1, 2, ... 5. 
Mais le discriminant de «, est 


d dp) == sp 
( 1) (=)8 
d(#,) est un nombre entier + + 1, B, ne contient que des facteurs 
premiers de d(), on peut donc poser 


Bea Og os Go py cs fe == OO”, 


ou b* égale + 1 ou égale un nombre divisible par les facteurs 
premiers q, p. 
Mais alors 


B + b¥qy5% ... q?epilt ... pls 
a d(z 


mais 


Gage. Gy 8S die) 


est un nombre entier rationnel, il faut que B soit divisible par 5,*, 
par suite « est de la forme 


(*) Les résultats de ce paragraphe sont cités dans la dissertation de W. L. Rem, 
Tafeln der Klassenanzahlen fiir kiibische Zahlkérper, Gitt., 1899, comme dus a 
Wonronos (Fortsch. der Math., Bd. XXV, Jahrgurz, 1894). 
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Si l’on considére que zw, +-yZ est un. nombre entier lorsque x 
et y sont des entiers rationnels, on en déduit facilement que b* esti 
un diviseur de q:% .-. g’, c’est-A-dire qu’il ne contient pas d’autres 
facteurs premiers que'q, ... ¢; car on peut déterminer x et y tels 
que «#b* + qi"... g soit le plus grand commun diviseun de b* et 
ro CSaU fie rae ak 

De Végalité qi% ... g’o, — b*S = b*a = bil résulte que b est 
divisible par b*.. En simplifiant par b* les deux termes du numé- 
rateur ona 

ly es: 
La eae pHa? 


ou encore en.récrivant 6 au licu de b, 


bi -+-& 
(1) Cea ig 
ou D — qi"... q” est un entier rationnel qui est contenu ainsi que 


tous ses facteurs premiers au moins a la sixiéme puissance dans 

d(3). Si d() ne contient aucun facteur & la sixiéme puissance ow 

a une puissance supérieure D — 1, et l’on peut poser’), = 3. 
Pour faciliter ce qui suit nous écrirons 


d(2) —+ P?D, 
et 


__ G+ Gs + C,s? 
ee D2D : 


On obtiendra des valeurs plus précises de C, C,, C. en com— 
binant 


» 8+ 23 +3? 
oO), = Tait NDA a 


avec ®,. Déterminons « et y de facon que dans l’entier 
rut + yw, 
le coefficient de 3? soit un diviviseur D? de D. Soit D — D,D, alors 


J eee G+ C,& -+- ys? | 
‘are D2D, Ds, 
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Il existe trois nombres entiers rationnels w, v, w qui satisfont a | 
(2) w? = u + vo, 4 wt), 
dot 
(2.) w=D,, CG, =D,{+ 2b—vD), G= D,(b? — ab? — vbD,, 
c’est-a-dire que C; et C, sont divisibles par D., 
G, = Dse,, G = Ds, 
d’ou* 


(3) = e+eo3 + a 


es 

Pour restreindre le choix de b, c, c, nous remarquerons que ), 
2 sont des nombres entiers, par suite 6 doit satisfaire aux con- 
gruences 


(4) 3b —a, =o (D), 
(5) 3b? — 2a,b + a, =o (D?), 
(6) b? — a,b? + a,b + a; =0 (D*). 


(a1, a2, a; sont les coefficients entiers de l’équation qui définit 3). 
La premitre de ces trois congruences nous permet de prendre 
pour ©, l'un des trois nombres 


bees qa, — 3) -—— & (ih SOO SUD S=S _ th =e 4 & 
= = = ’ ————— — > 


» Day D D 7 D 
en tenant compte de (2,). 
Soit 
= S 
(7) oy = SO, 


Dans (2) au lieu de prendre )} prenons 


et tenant encore compte de (4) on peut déterminer k de telle: sorte 
que 


cc? — aye, +a). 
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“ . ’ L 5 
Si enfin on remplace c, par A on voit quon peut ecrire 


8 _—A+a+2 A?—a,A+a,+A8+3? 
(8) w=1, et ae BIE § a cn ie hae D?2D, 


ou il nous reste 4 déterminer AD et D,. 
En adoptant cette base on a 


1 ¥ 
d = D'D? d(3), 


c’est-d-dire que le carré de D, doit étre contenu dans d(%). 
En écrivant que ©, est un entier ou que 
Wy, 0, i w,", ewe se wy Se aay CL tage Oy 


sont des entiers rationnels on obtient trois congruences. Elles 
résultent de (4), (5) et (6) lorsqu’on y remplace b par — A + a. 
Ces congruences sont en partie comprises dans celles qu’on obtient 
en exprimant que , est entier. 

Pour que ©, + @,' + ©," soit entier il faut que 


3(A — a,)? + 2a,(A — ay) + a =e, (DD). 


Un calcul simple nous montre que 


{Wy == — aera) ’ 

1 

ou 
G(x) = 2 + ax? + ax + a3, 2 

et par suite 

G(A — a,)}8 

WW s0"s . Wow!ow", == — (ee good 8 
Dep; 


il reste 
[G(A — a,)}? =o, LDEDi). 


elle n’est satisfaite que si 


G(A —a,)=(A—a,)? + a, (A—a)?-+a,(A —a,) +a;=0, (D'D3), 
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Enfin si on écrit que 0)6).' -+ 2's” + os/@. est un entier, on 
trouve que 


}3(A — a,) + a} G(A — a,) =0, (D‘D,), 


elle n’est pas nouvelle, elle est le produit de (4) et de la derniére 
congruence que nous venons d’obtenir. 


Le résultat de ces considérations peut étre résumé ainsi : 
La base du corps (3) déterminée par une racine 3 de l’équation 


7 


G(¢) =e? "a a S- a, = 


est 


—{A—a)+-2 A—a,)*-+-a,(A—a,)-+a2+AS-+3? 
WO==1, geaiiaals: get 1) u( ap 2 f 


ot. Dé et Dj au moins sont contenus dans d(3) et ou A, D, D, sont 
des entiers rationnels satisfaisant aux congruences 


3(A —a,) + a,=0, (D) 
3(A so ay)? + 2a, (A — a,) aS = (iby== 0) (D?D,) 
(A — a,)? + a,(A — a)? + a,(A — ay) + a; =0, (D*D)). 


On pourrait encore indiquer d’autres conditions pour D, nous 
les passerons sous silence, le lecteur les trouvera. 


Appliquons ce qui précéde a l’exemple le plus simple, soit 3 une 
racine de 


G(r) a Gy 0; 


Supposons que a3 ne contienne aucun nombre premier au cube, 
et soit N le produit de tous les nombres premiers qui entrent au 
carré dans a;. Alors on a pour la base du corps les cas possibles 
suivants : 


-E a, = 0 (3) 
S2 
o) = 1, Opa——o, OFS Ne 
2. a, + 0 (3), mais a = + 2 ou =+ 4 (9), 
o2 
w= I, Oy 5 W5s er 
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3. a3 = 1 (9), 
Lesh 2 
) SS Ty Wy =='5; Wy = agrees pour N=1 (3), 
—- | o2 
hy eae ements  Be ao pour -N Ss (3). 
A. a =—1 (9), 
=== One ot sas See our N=— 13) 
OiS= lis 1—7, 2 3N por Ly i ’ 
Nee 2 ; 
Ci Te (t= iy Wy == 2 id oe pour a (3). 


Nous ferons N = 1 si a; ne contient aucun facteur au carré. 

Le cas ol a; contiendrait des facteurs A la troisisme puissance 
(d’une fagon générale a la puissance 3y = 1) se raméne au cas par- 
ticulier précédent. Si a,’ = p®.a; on pose « = py et on étudie 
y®? + as = 0 au lieu de x + a,’ = 0. 


43. Les idéaux du corps k(s) et leur décomposition. — 
Nous dirons encore qu'un nombre entier «% est divisible par un 
entier (3, s'il existe un entier +7 tel que 


C—O ait 


Nous ne tiendrons pas compte des facteurs qui divisent 1 et que 
nous nommerons des unités. Si l'on tient compte du théoréme 
relatif aux normes un nombre @ ne peut contenir qu'un nombre 
limité de facteurs. La décomposition d’un nombre en facteurs 
indécomposables est encore possible de plusieurs maniéres. 

Pour simplifier cette décomposition nous aurons encore recours 
aux idéaux. Comme le corps quadratique le corps cubique sera 
l'ensemble de ses nombres et de ses idéaux. 

I] suffit d’étendre les considérations du chapitre I], n° 9. 

Définition : Un idéal j est ensemble (le systéme) illimité des 
entiers du corps k(s) 


i= (a, 8, %> non 
tel que toute combinaison linéaire },% + 2,8 + dyy + ... des 
nombres «, sp y, +-. avec des nombres quelconques entiers du 


corps appartienne 4 j. 
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D’ot les vemarques : 

1. Tout idéal contient le nombre o. 

2. Un idéal contient toujours outre le nombre ~ le nombre 
entier rationnel m(%), car @’a" est un entier du corps k(2). Tout 
idéal contient donc une infinité de nombres entiers rationnels. 

3. Lorsqu’un idéal contient ~ qui divise 1, il contient 1 et l’idéal 
estvun idéal unité. 

4. Lorsque tous les nombres d’un idéal sont divisibles par un 
nombre appartenant a lidéal, par exemple ~, on aun idéal prin- 
cipal et on l’écrit 

{= 2): 

On peut répéter le raisonnement gui a démontré l’existence 
d’une base de corps et on obtient le 

Théoreme. — Dans tout idéal j du corps k() on peut choisir 
d’une infinité de manidres trois nombres i, &, és tels que tout autre 
nombre de l’idéal puisse étre mis sous la forme 


ly ++ Yly + Zils, 


ou x, y, 2 sont des.entiers rationnels. 
Les trois nombres 4, (2, 73 forment une base de lidéal. 
On peut encore choisir une base normale telle que 


C6 p= yu + yoy, tg = 9 + te'Mo, + lwp, 


peek. 
on ecrit 


ou . 
1 = (1, %, %3), alc. 
Siles nombres a,, satisfonit & (a,,, dy, @33) = + 1 et il y a une 
infinité de nombres répondant a la question, les trois nombres 
© = ayl ig Gagls (1 == 1, 2,3). 
Ly == Anly = Ayala ate r3"3 ( ? ’ 


forment encore ‘une base de V’idéal j, il y a donc une infinité de 
systemes de trois nombres d’un idéal, formant une base de cet 
idéal. 

Toutes les fois qu'il s’agit de Jois de divisibilité dans le corps, 
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jes idéaux remplacent les nombres entiers. On peut étendre aux 
idéaux la multiplication et la division des entiers, mais non pas 
Vaddition. On a les définitions suivantes : 

Définition : Soient a et 6 deux idéaux du cprps 


T= (4g, Ge, 3, snes b= (82, Bs, Bas «-s)- 


On entend par produit de ces deux idéaux Vidéal ¢ contenant le 
systéme des nombres obtenus en multipliant chaque nombre de a 
par chaque nombre de 6 et en y ajoutant toutes les combinaisons 
linéaires de ces produits et d’entiers quelconques A,, 2, ... du 
corps k(z). 

On écrite =a. b. 

Réciproquement ¢ est dit divisible par a, s'il existe un idéal 6, 
felqucte==t(y 70) 

Une conséquence immédiate de cette définition est évidemment 
la suivante : Lorsqu’un idéal ¢ est divisible par un idéal a, tout 
nombre de ¢ est contenu dans a. 

Un idéal différent de (1) qui n’est divisible que par lui-méme et 
par des idéaux unités, est un idéal premier. 

Définition : Deux idéaux @ et 6 sont dits équivalents s’il existe 
dans k(3) deux nombres tels que 


a(2) = 6(8), 
ce qu’on écrit 
tee 
Rhea 


Le lecteur formulera lui-méme ici les théorémes relatifs 4 l’équi- 
valence que nous avons traités au n° 16. - 

La notion d’équivalence permet encore de répartir les idéaux en 
classes. Tous les idéaux équivalents forment une classe. 

Nous arrivons maintenant au théoréme fondamental de la décom- 


position unique des idéaux. Nous suivrons ici la deuxitme méthode 
due A M. Hurwitz (Gk 


(1) A. Hurwitz. — Nachr. von der kgl. Ges. d. Wissensch. zu Gétt., 1895. 
S. 323. Dans cette fagon d’établir la théorie des idéaux le théoréme de la décom- 
position unique est une conséquence de ce que le nombre des classes est limité. 
C’est la un fait meryeilleux. P. Furrwanexer est arrivé & un résultat analogue 
mais par d’autres moyens, Ibid., S. 381. 
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Lemme. — Un nombre « du corps dont la norme + a est finie 
ne peut étre contenu que dans un nombre fini d’idéaux distincts. 
Démonstration : Soit 


Ss (a4, Hy, Hy, ... & AN, 


et soit a un nombre rationnel de Vidéal. Soit w, := 1, 2, 63 une 
base du corps et soit 


ya; So t,'*Yor5 — Uy + eA) wy ua VWs 


une base normale de l’idéal 7, 7,, ... i:’@) sont des entiers du systtme 
complet des restes suivant le ae a. En effet a appartenant a 
Vidéal as,, aw,, a; appartiennent & l’idéal a et par suite i, i1(!), 
ix) sont des diviseurs de a. Comme d’autre part |i| n’est pas plus 
petit que les valeurs absolues des autres coefficients depuis %, jus— 
qu’a 7, notre affirmation est exacte. En remplacant i jusqu’a @ par 
toutes les combinaisons possibles des plus petits restes suivant a 
on obtient un nombre fini de bases différentes et par suite d’id¢éaux 
différents. 

Théoréme. — Un idéal ne peut avoir qu'un nombre fini de divi- 
seurs idéaux. 

Il suffit de considérer le lemme précédent et de remarquer que 
tout nombre compris dans le dividende doit aussi étre contenu dans 
le diviseur. 

Lemme. — Le nombre des classes d’idéaux distincts du corps 
k() est fini (tout idéal du corps est équivalent a un idéal au moins, 
qui contient un nombre fini entier et rationnel, dont la valeur ne 
dépend que du discriminant du corps). 

Démonstration : Il est nécessaire de distinguer les corps réels et 
les corps imaginaires. 

Soit d’abord /(s) un corps réel et 


@ == (%, Me, a) 
un idéal quelconque dont la base est 
ay == Ay, + Gy. + 403; (pourl = 1,2, 3). 


Supposons qu’on ait formé les normes de tous les nombres de a, 
ces normes prises en valeur absolue forment une suile de nombres 
parmi lesquels un est plus petit que tous les autres. Soit « le nombre 


Scamer, — Théorie des ncmbres, 18 
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del'idéal quia cette plus petitenorme. Cect posé nous affirmons qu'il 
existe un nombre A fini, entier, rationnel, qui ne dépend que de 
la valeur du discriminant du corps, et tel que A soit divisrble 


par +, % étant un nombre quelconque du corps. 
En effet soit ~, un des trois nombres de base, le théoreme de 


Minkowski nous permet de déterminer quatre entiers rationnels 
x, ¥, Z, U qui ne sont pas tous nuls, salisfaisant 2 


Jaw + wwe + LWoY — LW3Z | = % 
[ofa very’ ws'y + ws'2 |S % 
b ai’a 4 'w,"@ + e'ws!v + Uw !2 | Sy 


= %. 


OU %4, %, %, %, sont quatre nombres positifs dont le produit est 
égal au déterminant des quatre formes pris positivement 


Mel ee 


X1Xo%g%, —= — 


1 
vd Pan euek: 
Si l’on prend comme c’est permis x, = 2]| a | et par suite 
|u|<|2V4d|, et si l’on pose 
B = au + (wie + wey + 32), 
( est un entier dont la norme 
: n(B) S ry%0%s, 


et comme %,%9%3 = n(t) 


( est un nombre de l’idéal a, car c’est une combinaison de nombres 
de l’idéal %; et . avec des entiers du corps, car u et w,@+- xy +32 =), 
sont des entiers. De plus uw ne peut étre nul car ) n’est pas nul et 
on aurait 


n($) =| n(1) n(oye + wy + w 2) |< ~ [ n], 


c’est-A-dire 
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est-a-dire que n(w,x2 + oy + 2) ne pourrait étre entier, ce 
qui est impossible car 7()) est un entier > r. 

Mais + est le nombre de I’idéal de plus petite norme, il faut donc 
que n() =o et par suite 6 = 0, c’est-d-dire 


au + Ao, 


ce qu’on peut exprimer ainsi. Etant donné un nombre «; on peut 
trouver un entier rationnel | u | < | 2\/d| tel que au soit divisible 
par t. 

Ce facteur u n’est pas nécessairement le méme pour les trois 
nombres «; et il n’est certainement pas le méme pour les idéaux 
différents a, a,, etc. Désignons par A le produit de tous les nombres 
positifs entiers rationnels < 2 | \/d| les produits des trois nombres 
de bases Az,, Ag, Ags sont divisibles par t, et par suite pour tout 
entier @ de Vidéal le produit Az est divisible par +. 

En tenant compte de la loi qui précede 


(A) == (Az, Age, Aas, At, <a) — ta, hes X35» A, en 


cc est—a—dire 


Ou encore 
(0) 


c’est-a-dire que tout idéal a du corps est équivalent 4 un autre 
idéal 6 qui contient A. A est un nombre fimi lorsque d est fini. 
Mais il n’y a qu'un nombre fini d’idéaux qui contiennent A. Par 
suite il faut qu’il soit possible de trouver un nombre limité h 
didéaux 


b, hp, Sealy by, 


tels que tout idéal a du corps soit équivalent 4 l'un d’entre eux et 
4 un seul. Ou encore : 

Le nombre des classes du corps /:(#) est limité. 

En second lieu soient /(%) un corps imaginaire et supposons 
que a, a, %, ! aient le méme sens que dans le cas du corps réel, 
seulement ici @;, @ sont des nombres imaginaires. 

Nous chercherons encore 4 former un entier 


8 = am + i(mye + yy + wz), 
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tel que 
n(3) < | n(t) | ou pO. 
Soit a! la racine conjuguée imaginaire de @, et ~’ sa racine con- 
juguée réelle, nous appliquerons le théoreme de Minkowski aux 


quatre formes linéaires 


Ta tune gc case " [% lu) 
= (8 = 6), are oo, a ie Va 


son) 
I ! 
ee a 
beter |= 
| 8" | ss %3 
au 
SOS) SY 
Vides ne 
ol. nous poserons 
B = ou + we + wey + tw z 
et 
Kixek, —= 2 | ain(t) |. 
Si lon fait 
mahal m=? ni) | 


D’ot nous tircrons les méme conclusions que tout A l’heure. 
Donc d'une facgon générale : 

Le nombre h des classes de tout corps k(z) est un nombre fini. 

Théoréme. — Si a est un idéal non principal du corps il existe 
toujours un idéal 6 qui n’est pas non plus un idéal principal tel que 
le produit @. 6 soit un idéal principal. 
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Démonstration : Soif @ un idéal non principal, formons 
Wea tess 


Ces puissances se répartissent en un nombre fini de classes, on 
peut admettre que a”*"4 est la premiére puissance qui est équiva— 
lente 4 une puissance inférieure a”. 

Soit donc 

arth: wo qn 
ou 
(2) ars = (8) a” 
ou bien encore 


(1) qty == (A) a”, 


ou %, sont des entiers du corps k(%). 

Il s’agit de montrer que a” est un idéal principal égal a (A). 
Pour cela nous démontrerons que le nombre A défini par |’é 
(1) est un nombre entier. 

Pour cela nous remarquerons tout d’abord que tous les nombres 
de l'idéal a”*", sont des nombres de a”, car on obtient a”*": en 
multipliant a” par a4. Si alors on désigne par %,, 4, Zs une base 
de Vidéal a”, a, est un nombre entier car c’est un nombre de 
Vidéal a4, et alors Av: peut s’exprimer ainsi 


galité 


Ax, SS DH, = Vy %e st 2% 
Nag = yt, + Ya%y + 24s 
et, = 0%, + Va%q + Zyq, 


.c est-a-dire 


les w et y étant des nombres entiers rationnels  satisfait 4 une 
équation du 3° degré dont tous les coefficients sont entiers, le coffi- 
cient du terme le plus élevé étant égal a 1, ) est un entier algé— 
brique. 

Soit maintenant 6 un nombre quelconque de Vidéal a", fa, 
(6%, (2%, sont tous des nombres du produit idéal (A) a”. Si lon 
représente ces trois nombres au moyen de la base \%,, Av, Az de 
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(,)a” et que l’on élimine ,, @, % entre ces trois équations on 


B re 


obtient pour > une équation du troisiéme degré 4 coefficients en- 


tiers comme précédemment, c’est-a-dire que F ost un nombre entier 
du corps. 
Tout nombre de a’ est divisible par A, c’est-a—dire que a” est 
divisible par A, 
ah = Wd. 
On a donc 


qth; — q”. qu — a” (A)j, 


ou j est un idéal du corps. 
L’équation idéale 
ary — (A) a 
donne de plus 
an@)j= am, 


ou comme on peut diviser par ) 
a"; — a”, 


dot il résulte finalement que lidéal j contient aussi le nombre 1 ('), 
c’est-a-dire que a” = (A) est un idéal principal. 
De l’équation 
14 = (A) mod 


(!) En effet tout nombre du produit aj est un nombre de a” et récipro— 
quement. Soit t,, ty, ts la base de j. il est évident que tous les nombres de a” 
peuvent étre mis sous la forme 


yoy (Mey tH Yate + 2143) + Agee (o4y + Yoto + Za'g) + Ag%s (a4 + Yate + Z3!3), 


ot A,, Ay, Ag sont des entiers quelconques de k(3) et xj, yi, 2; des entiers. 
rationnels, Gomme d’autre part 


Wyty > Wy%y > Uses 


peuvent représenter tous les nombres de a”, on peut déterminer les j, zi, yi, 2% 
de telle sorte que Ai(xt1 + yity + 2:3) représentent pour i = 1, 2, 3 trois 
entiers rationnels premiers entre eux qui appartiennent a lidéal J, et qui com- 
binés linéairement entre eux d’une maniére convenable au moyen de coeffi- 
cients entiers rationnels donneront |’unité, 
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il résulte 


qitty = Q. a oN ft, at oD (itl etc., 


autrement dit il faut faire m — 1, et d’aprés lhypothése les 
idéaux a, a®, ..., a’1—! ne seront pas équivalents entre eux. 

Soit alors a un idéal non principal du corps 6 = a'—* est un 
autre idéal non principal ayant cette propriété que ab est un idéal 
principal. 

A Vaide de ce théoréme nous pourrons en énoncer d’autres quil 
ne sera pas nécessaire de démontrer A nouveau. 


Théoreme. — Soient a, b, ¢ trois idéaux différents de zéro, tels 
que 
VC Ue, 
on a aussi 
T= v. 


On a aussi la réciproque d'un théoréme précédent. 

Théoreéme. — Si tous les nombres d’un idéal @ sont compris 
dans un idéal 6, a est divisible par 6. 

Et on peut encore dire que le plus grand commun diviseur de a 
et de 6 est idéal qui contient A la fois les nombres de a et de b. 

Enfin on a le 

Théor¢me. — Lorsqu’un idéal premier p divise le produit de 
deux facteurs il divise au moins l'un des facteurs. 

Tous ces théorémes réunis sont identiques au théoréme qui dit : 
Tout idéal n’est décomposable que d’une seule maniére en idéaux 
premiers. 

En voici une conséquence importante : Tout idéal premier p du 
corps divise un nombre premier rationnel. 

En effet on peut déterminer un idéal j tel que le produit p . j = (@) 
soit un idéal principal. Mais comme (~)(z’) (%") =a est un entier 
rationnel, p divise a, et par suite un facteur premier p de a (et un 
seul). 

En raisonnant maintenant comme au n° 16 nous verrions que le 
nombre h, tel que a” 4 un idéal principal est un diviseur du 
nombre h des classes. 

La suite a, a2, ..., a s’appelle la période de Vidéal a. 

Nous démontrerons le théoréme suivant qui permet le calcul 
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numérique des idéaux de corps déterminés sans écrire un nombre 
illimité de nombres. 

Théoréme. — Il existe dans tout idéal non principal a d’un 
corps /:(s) deux nombres @ et %, tels que @ puisse étre considéré 
comme le plus grand commun diviseur de (@) et de (%), c’est-a-dire 
qu’on puisse poser 

a = (a, 0; 


Démonstration : Soit ~ un nombre de lidéal a tel que 
(2) =a.B, 


ot 6 est premier avec a. On prendra dans a un deuxiéme nombre 
a qui n’est pas situé dans 6 tel que 


Ke7) ==saeic; 


6 et c seront nécessairement premiers entre eux, et l’on voit que a 
est le plus grand commun diviseur de & et de “, c’est-a-dire 


1 = (e,.3,). 


Car comme 6 est premier avec ¢ on peut trouver dans 6 un 
nombre 2 et dans ¢.un nombre + tel que 


B+y=1. 


Tous les nombres ¢; de a peuvent ¢tre représentés par 


a f+ Meh 
et en effet 
a; = 8 + ay = ha 14%. 
44, — La norme d’un idéal. — Nous dirons qu’un nombre # 


du corps k(s) est congru a zéro, suivant le module j, ou que 


a =o (jf), 


si % est contenu dans l’idéal j. Lorsque ~ = 0 (j), (~) est divisible 


par j. Deux entiers quelconques & et / sont dits congrus suivant le 
module j 


oe 8 (4) 


lorsque leur différence appartient a l’idéal j. 
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Il résulte de la définition que deux nombres congrus 4 wn troi- 
siéme suivant le mod j sont congrus entre eux. On peut répartir 
tous les entiers en groupes tels, que tous les nombres d’un méme 
groupe soient congrus 4 un nombre donné suivant le module j. 
Tout nombre appartient 4 un groupe et 4 un seul, et tout nombre 
d’un groupe détermine ce groupe. 

Si l’on prend un nombre dans chacune de ces classes on obtient 
un systeme de nombres entiers que nous désignerons par systéme 
complet de restes suivant le module j. Tout nombre du corps n'est 
congru qu’a un seul nombre de ce systéme do restes suivant le 
mod j. 

Le choix des nombres d’un pareil systéme est arbitraire dans de 
certaines limites. Nous désignerons par n(j) le nombre des entiers 
contenus dans un systéme de restes complet, il prend le nom de 
Norme de Vidéal j. 

Théoréme. — Soit a un idéal du corps dont la base est formée 


par 


a, == A, ,, + 4,.0, + A150, 
Fy == Ay, Aza. 1 Ay, 
Hy = 5,0, 1 Az.) 1 Az,W3, 


Je dis que 
n(@) = | (411422433) |. 


Démonstration : Au lieu de prendre pour base du corps une base 
quelconque, prenons d’abord comme base 1, »*, @,* et exprimons 
les nombres de lidéal au moyen de cette base, appliquons pour 
trouver la base de l’idéal le raisonnement que nous avons fait pour 
trouver la base du corps, nous verrons qu’on peut choisir comme 
base de Vidéal trois nombres de la forme 


! 


a 


R 
| 


ay -- ayw* 
ay* == ds + a,w* + a;,*, 
ou a est le plus petit nombre entier positif rationnel divisible 


par @ et oli a,, a; sont aussi des nombres entiers positifs. 
On obtiendra des nombres incongrus mod (@) au moyen de 


8 —u + mw* + uw,* 
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en donnant au coefficient u toutes les valeurs de 1 4a aw, les va— 
leurs entiéres de 1 A a, Au, les valeurs entiérs de 1 a d;. 

Aucun de ces nombres n’est contenu dans a, deux d'entre eux. 
ne peuvent étre congrus suivant a, mais tout nombre est congru a 
un de ces nombres suivant a, c’est-d—-dire que nous avons Ja un 
systéme complet de restes ('). Le nombre de ces restes est 


Qa Osniae 
Ona 
TI = 414M, + Uo. + Wy3W3 
W* == Ug~W, + Ug2W2 + Up3%3 


de déterminant (iw, ,U2.U33) = =F 1. 


Ona 
a* == by, + baw, + by;,, (i= 1, 2, 3), 
et 
by, Oy. ys Uji Ugg Ug a wv 
OR PaO ee On| = (ligt) Elgg lag | SG kOe ae 
bs, 05, Oye U3, Ugg Ugg 1/43 a as 


Enfin en exprimant «,*, a*, @;* en fonction de 1, 42, &3 Sul— 
vant les formules 


@; = Vig %y* + Vigto™ Ee Vyg%5” pour (Ua Oa 
AVEC (41, Vop, Vgq) == E 1, OMA 


1; == Ay, + Ajgw2 + Aj303 


Gi, Ayn Ay Bie hig Dis Ui, Vtg U4 | 
Qa, Az9 Ayg | == | Oa, bag bag | + | Var Vag Veg | = aaa, 
G3, 32 Ag5 Og, Osa Dae | Vs, Ugg Ugg 


De sorte que dans tous les cas 


nt) = | (411420439) |. 


(!) Le systéme des restes que l’on vient d’établir correspond au systéme des. 
plus petits restes dans le domaine des nombres rationnels ou 1, 2, -.., a forment 
un reste suivant a. On pourrait aussi transporter la notion de restes minima 


: I I : bat 
situés entre — ,aetoa dans le domaine des nombres algébriques. 
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Le nombre n(@) aa,a;-est un nombre de l’idéal | n(~) | =| aaa" |, 
% étant un entier du corps représente aussi le nombre des entiers. 
du corps incongrus suivant (%). Voir n° 12. 

Théoreéme. — La norme d’un produit de deux idéaux a et est 
égal au produit des normes des deux idéaux 


nia. b) = nia). n(B}. 


Démonsiration : Soit % un entier du corps divisible par a et tel 


a . - 
que i) soit premier avec 6. Alors 


an + £ 
représente des nombres incongrus mod (q§), si € parcourt un sys- 
teme complet incongru A a et 4 un systtme complet de restes- 
incongrus & 6: Ce systéme contient n(@).n(&) nombres ; deux de 


ces nombres ne peuvent étre congrus suivant le module (ab) et tout 
entier est congru 4 un de ces nombres suivant (qb). On a donc 


n(ab) = n(a).n (bh). 


La norme d’un idéal appartient a Vidéal, 4 chaque idéal a cor— 
respond donc un idéal q dit réciproque du premier, tel que 


(n(@)) = a-a, 
pour deux idéaux a, 6 on.a alors 
n(a, 6)) =a.a.b.5. 


Appliquons le théoréme qui vient d’étre établi 4 un idéal pre— 
mier. 

Soit p un idéal premier qui divise p, on a quatre cas possibles 
pour la base normale de p en employant les notations précédentes 


PP» & + Tw, a, +- Gio = TO 
P> % + pw*, dg nyw™ —- .1t,", 
P» Gy + 10", a3 + a,0* + po,", 
P, ay = pr, as == a,0* =e po,*, 


c’est-a-dire que 
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e est dit le degré de l'idéal premier p. On distingue done des 
idéaux premiers du premier, second et troisi¢me degré, et la norme 
d'un idéal premier y est toujours une puissance p* du nombre pre- 
mier rationnel divisible par p. 

Nous allons pouvoir établir les théorémes qui permettent le 
calcul des classes d’idéaux d’un corps. 


45. Les théorémes de Minkowski qui permettent de déter- 
miner les classes d'idéaux. — Lemme. Tout idéal a du corps 
k:(=) contient un nombre & tel que 


| n(2) | <n(a)| va. 


Démonstration : Soit k(s) un corps réel et %,, %, % la base de 
Vidéal a sous la forme 


4; == Ay wy = Ajawy a 3303 (u — I, 2, 3). 


D’aprés le théoréme de Minkowski on peut déterminer trois en— 
tiers rationnels non nuls a, y, z tels que les valeurs absolues de 


Ji = UH + aay + 42 
jh a's + ayy + ay!Z 
fs == ay"@ =n as!y aie 232 


soient respectivement < %,, < x2, < 3. %4, Xe, X3 désignant trois 
nombres dont le produit est égal au déterminant des formes /;, 


Sx fr- 


%p%o%3 == | (a1%0' 3") | = | (G1 1da0ss) vd|. 


Si donc on pose fj = 2, fp =2', f; =a", west un nombre de q 
tel que 
| n(a) |S xyxox, 
ou 


| n(2) | S| n(a)va]. 


Si k(s) est un corps imaginaire k(3’) étant le corps imaginaire 
conjugué et k(3") le corps réel conjugué nous poserons 


hi, = °F (x + o/)a + (42 + ag!) y + (#3 + a9!) z f, 


fr = Fal (i al) + (a— ally + (@— a). 
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On fera %: = x, on voit comme précédemment que le théor’me 
est vrai pour les corps imaginaires car 


[comme f? + f} = (fi +V—1f2) (fi — v—1f2)] 
| Thalia ai 


412 —+- ay fe &32) (a4’a se ayy —{- a3/2). 


Nous allons pouvoir démontrer le théoréme fondamental. 
Théoréme. — Toute’ classe d’idéal contient au moins un idéal 


dont la norme est plus petite en valeur absolue que la racine carrée 
du déterminant du corps. 


Démonstration : Soit a un idéal du corps k(%) est a un idéal 
tel que 


(a) == 0. ts 
Il existe dans q un nombre Z tel que 
n(x) <n(a) ||. 


Z@ est divisible par a, c est-a-dire 


@- ais 
n(aa) = n(a) <n(a)l Va], 


a= 


| 


par suile aussi 
n(a) S| Val. 


Comme (~) = aa et que (Z) = am, il s’ensuit que a est équi- 
valent A a, avec la propriété n(a.) = | va |. 

Pour trouver le nombre des classes d’un corps quelconque k(s) 
d’une facon directe, il suffit donc de décomposer en facteurs les 
nombres premiers rationnels positifs =| /d| et de voir quels sont 
parmi ces facteurs ceux qui sont équivalents. 


46. Le calcul des idéaux premiers dans le corps k(s). Ses 
Soit un corps déterminé par le nombre , racine de I’équation irré- 
ductible 

G(x) = 2° + ax? +- ae + a, = 0. 


Il s‘agit de trouver les idéaux premiers p, #1, etc., facteurs du 
nombre premier rationnel p. 
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Nous supposerons d’abord que p ne divise pas d(#), c’est-a-dire 
soit 


d(3) = 0 (p). 


On a vu que tout idéal peut étre considéré comme le plus grand 
diviseur de deux nombres du corps 


P= (p, 4), 


, étant un entier du corps. Si l’on suppose que p ne divise pas 
(3) on peut mettre @ sous la forme 


a+ bs + cs?, 


a, b, c étant entiers, comme nous allons le voir. 
Nous avons vu que la base d’un corps peut étre mise sous la 


forme 
aa IN Se Wy = © A? — aA + a, + AS —+ 3? 
i) SS wo, = gia a ee a Soa MRE BY) pS 
1 


ou D? et D, sont des diviseurs déterminés de d(s). 
On peut donc écrire pour tout entier ~ 


eee = bs 22 cat 
_ Soit maintenant p le plus grand commun diviseur de p et de a, 
il sera aussi le plus grand commun diviseur de p et de D*D,a, car 
comme p ne divise ni D ni D, » est premier avec D*D,. Ll reste & 


distinguer deux cas, suivant que D°*D,z est du premier ou du 
second degré en & 


» = (p,a-+ ba), 
7? = (py at bs + ca’). 


Soit d'abord 


(1) yp = (p.a+t 63), 


ou b est premier avec p. Comme l'idéal renferme en outre toute 
combinaison linéaire 4 coefficients entiers de p et de , c’est-d-dire 
les nombres 


(2) x.pS + y(a+ bs), 
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il renferme aussi un nombre de la forme — A + s (ot A est un 
entier rationnel) car on peut toujours déterminer « et y de facon 
‘que 
pe + by = 1. 
Alors 
p= (p.— A+ 9), 


car de p et de — A + 3 on peut toujours déduire par des combi- 
naisons linéaires (avec des nombres premiers & p) 


a —- bs. 


Il ne reste qu’a déterminer A, pour cela multiplions — A + 3 
par 


(—A+2)(—A+?’ 
qui appartient au corps, nous obtenons 
— A? —a,A? —aj,A — ay, 


c’est-a-dire un entier rationnel différent de zéro qui doit étre divi- 
sible par p. A est donc une solution de la congruence 
(3) x? + ayx* + aye + a; =0 (p). 


Si cette congruence n'est pas possible p n’a certainement pas de 
diviseur de la forme (1). 
Deuxitmement, soit 


p = (p, a + bs + c3?), 


et supposons ¢ premier avec p; on verra comme précédemment 
quil est permis de faire c = I, c’est-a-dire que 
(4) p= (p,a+ 63 + 8°), 
et p ne contient des nombres de la forme a; + b,3' que si a, 6, 
sont tous deux divisibles par p; sans quoi » se raménerait a la 
forme (1). 

Multiplions a + bs +c? par z + % ou z est encore indéter- 


miné, en vertu de 


s+ a,S? + a3 + a; = 0 
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on a 
p=(p.at+ be +8", az+-(a+ b)z3-+-(b-+-z)3?+8%, 3-+-a3-+-a,3?-+9',...) 
=(p,a+ bs + 3%, az— a; + (a+ bz — a) + (b+-2— Gy )S* wae 
Déterminons z de fagon que 
b—a, + z=0 (p). 
On voit d’aprés la remarque que nous avons faite & propos des 
idéaux de la forme a: + bi:3 que 


a + bz — a, =0 (p), 


Gk —= Oe —— 


| 
° 


il en résulte que 
(9) (a + be + e3*) (zc + 8) = a; + aS + ass? + 3° (p). 

On obtient par conséquent a, b, a + be +- cz* lorsqu’on décom- 
pose suivant le module p, a3 + a+ a3? + &* en un produit 
dun facteur linéaire et d’un facteur du second degré. 


La recherche des idéaux qui divisent un nombre premier p est 
ramenée dla recherche des racines de la congruence 


(6) x® +- a,x? +- aye +- a; = 0 (p). 


Rappelons les théorémes relatifs 4 cette congruence. 
1. Si A est une racine de la congruence (6) ona, suivant p 


x* + a,x? + age + a; = (x — A) f, (x) =0 (p), 


ou fi(a@) est une fonction entiére du second degré. 

2. La congruence (0) ne peut avoir plus de 3 racines distincles. 

Comme la décomposition de (p) en idéaux premiers n'est pos— 
sible que d'une seule maniére, nous pouvons formuler les théorémes 
suivants : 

[. Si la congruence (6) n’a pas de solution, (p) ne peut étre 
décomposé dans le corps, c’est un idéal du troisitme degré. 

IL. Si la congruence (6) n’a qu'une seule solution «= A, ona 


(7) w* +- a,x? +- at + ay = (x 


i 


A) (x* +- bx + a) (p), 
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(p) est divisible par 
8) p= —A+8) p= (pa tbe + 4), 
?, #1 sont des idéaux du premier et du second degré, et on a 
(pr) = pew 


IL. Si la congruence (6) a trois racines A,, As, Az, c’est-A-dire 
sl 


(9) x? + aye? + aye + a3 = (x — A,) (a — A) (x2 — As) (p), 
p est divisible par trois idéaux du premier degré 


pi=(p.—Ai+8) (t=1, 2, 3), 


eton a 


(10) (p) = P, - Po- Ps. 


Supposons maintenant que p est un diviseur de d(=). La ques— 
tion devient beaucoup plus difficile. Il nous suffira d’indiquer les 
résultats, quant aux démonstrations nous renvoyons le lecteur aux 
auteurs indiqués plus loin. 

Nous ferons cependant les considérations suivantes : 

Lorsque d(=) = 0 (p), la congruence 

x + ayn? + a,x + a; = 0 (p) 


aune racine multiple « = Ai, on a ou bien 


xe? + a,x? + aye + a; = (x — A,)? (2 — Az) (p) 
ou bien 
x? + aye? + aye + a; = (x — Ay) (p). 


Car si 


Gia) = 327 + 2a;7'-+ a* 
est la dérivée de G'ax la condition nécessaire et suffisante pour que 
G(a) = 0 (p) et G' (x) =o 


aient une racine commune est d(%) = 0 (p) comme on peut le voir 
par l’élimination de a. 


Sommer. — Théorie des nombres. 19 
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Soit A la racine commune de 


G(z) =o et G' (a) = 0 (p), 


et soit 
G(x) = (x — A)-fi(a) (p), 
G'(x) = fiw) + (2 — A) fi'(@) (p). 


D’aprés cela on voit que G'(a) ne peut étre divisible par 2 — A 
suivant le module p, que si 


fix) = (@ — A) fal) (P), 
c’est-d-dire que G(x) = 0 (p) a une racine double 


G(x) = (a — A}? fila) (p). 


On pourrait croire que p est alors divisible par le carré dum 
idéal premier, ce n’est pas toujours vrai. On a le théoréme énoncé 
par Dedekind et démontré par Hensel (') : 

Théoréme. — Tous les nombres premiers et ceux-ld seulement 
qui divisent le discriminant d du corps, sont divisibles par le carré 
d’un idéal premier. 

Nous avons su démontrer facilement ce théoréme dans le cas du. 
corps quadratique et nous pouvions soupgonner ce résultat. Il faut 
entendre que si p divise d il contient ? ou y?. 

Pour démontrer ce théoréme et en général pour décomposer les 
facteurs premiers contenus dans d(s), il faut prendre 


p = (p, aw + be, + Cw, «..), 


en considérant w, Wi, u, comme des variables on pose 


és 
5 = UH) + WW, + UyWo, 

pa a es i Bee ear a ee Se 

(*) R. Depexinp. — Ueber den Zusammenhang der Theorie der Ideale und der 


héheren kongruenzen. Abhand, der math. Klasse der kgl. Gesellschaft der Wissen- 
chaflen zu Géllingen., 23 Band., 1878. Une démonstration toute différente est 
due 3 K. Hensen, Untersuchung der Fundamentalgleichung einer Gatlung fiir eine 
reelle Primzahl als Modul und Intersuchung der Teiler der Diskriminante, Grelles 
Journ., 113, Bd., 1894. 

Voir Hitpert, — Zahlbericht, chap. rv. 

Voir encre Hanser, — Jahresber, d. d. Math. Ver., Bd. 6, und Gott. Nachr. 
1897, Crelles Journal, 127, 128, 129. 
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et on donne a cette. forme des variables u, u,, u, le nom de forme 
fondamentale du corps, elle satisfait & une équation du troisitme 
degré 


F = (a — &) (a — @') (a — #”) = 23 + Uy? + Ue + U3; =0 


dite équation fondamentale. 
Soient trois fonctions A coefficients entiers rationnels 


BiG. 0 ti, We) Our Ob Se.1, 3,3, 


telles que 
B, = Fy+Fy(p} 


quels que solient a, U, WwW, U2 on dit que F, est décomposable suivant 
le module p ou que F, est divisible par F, et F3 suivant le mo- 
dule p. 

Si d’autre part F, n’est divisible que par une autre fonction con- 
grue elle-méme a F,(p) ou & un nombre rationnel suivant (p) on 
dit que F, est une fonction premicre suivant p. 

On a alors les théorémes suivants pris textuellement dans le 
traité de M. Hilbert. 

I. Si p est un idéal premier de degré f contenu dans p il y a 
toujours une fonction P(x, u, u,, u,) de degré fen x, telle que si 
on remplace aw par & elle ait les propriétés suivantes : 

Les coefficients des puissances et des produits de u, u,, u, sont 
tous divisibles par p et ne le sont pas tous par #°, et ils ne sont pas 
divisibles non plus par un idéal différent de » contenu dans p. 


il. &i 
(p) = Pi! Po"2p5°3, 


ona 
F = P,“1P,%P,°s (p), 


ou P,, P2, Ps sont des fonctions premiéres distinctes suivant p de 


x, U, Ur, Uz et de plus si on pose 
F — P,%P,°2P3°3 +- p®, 


® est une fonction entiére 4 coefficients entiers rationnels de 
, W, U,, Us qui n’est divisible suivant p par aucune des fonctions 


premiéres P,, Ps, Ps. 
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Le théoréme II en particulier renferme tous les éléments néces— 
saires pour décomposer un nombre premier p. 

Par exemple #, contient les nombres que l’on obtient en rem— 
plagant « par la forme fondamentale € dans P;. D’ailleurs il n’est 
nécessaire d’appliquer le théoréme dans toute sa généralité que si p 

d(S) 
est contenu dans —7~, car on a le 
Théoreme. — Soit = défini par 
G(x) = a + ax? + ax + a, = 0 


et p un nombre premier rationnel tel que el = 0 (p), toute 


décomposition de G(a) suivant le module p 
G (ax) == Gy ()*t Ga (ax 2 Gy (a)°s (p) 


nous donne la décomposition de p en idéaux premiers du corps & 
sous la forme 


(p) = (p» Gi(&))* (p, Ga(%) )* (p, Ga(®))*- 


On trouve de nombreuses applications numériques des dévelop- 
pements de ce chapitre dans la « Gdéttinger Dissertation ae 
L.-W. Reid ». Nous y puiserons les exemples suivants : 

1° Exemple. — & racine de 


aE? ota ts Ac O,, 


d(z) = — 31 et aussi d = — 31. On peut donc prendre pour 
base 1, 2, 3. Pour déterminer le nombre des classes il faut décom- 
peser 2, acho. 
Comme ces nombres sont premiers avec d, il suffit de décom— 
poser 
e+e+t=o 


suivant les modules 2, 3 et 5. On trouve que 2 et 5 ne se décom— 
posent pas, tandis que 


3=(—s+ 1) (? +34 2). 
On a donc h = 1. On trouve les unités 


Sj et Stl. 
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2° Exemple. — z est racine de 


x? + 62 + 8 =o, 


d(z) = — 2592 = — 2°.3*. On peut prendre pour base r, 3, 
=, il en résulte d = — 2°. 3‘, il vient 

sa(urrer2) (02) 

(Sy = (8, Ste4 1), 

(5) = (5, — 1) (6,2 +3487), 

(7) = (7+ & — a) (7, 8 + 28 + 87). 


Ces idéaux se répartissent en trois classes. On trouve enfin 


comme unitéS + 1. 
3° Exemple. — x* — 8% + 4 =o. 
d(z) = + 1616 = 2‘. ror. On peut prendre comme base 1, &, 


coe a ie Me : 
mi d’ot. d = 2?. 101. Il vient 


o2 3 
= =) (13232 + 68 — 1093), 
3 = (Ss — 1) (8? + 3— 7). 
Le nombre des classes h = 1 et 


Pike ra 1325? + 68S — 1023 
sont parmi les unités. 


47. Les unités du corps k(s). — Parmi les nombres il en est 
d’une importance particuliére, ceux dont la norme est = 1 et que 
Y’on désigne par le nom : unités du corps. 

Soit < un pareil nombre, c’est-a-dire 


ese’ — +1 


— ’ 


~ 4 , T . 
il en résulte d’abord que - est un entier du corps, car 


et ¢’e” est un entier du corps k(%). 
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Il est évident que + r sont les unités les plus simples. De plus 
si ¢ est une unité du corps, tout nombre = ¢* ot e est un exposanl 
entier positif ou négatif est aussi une unité, car 


eeleg"e — (ce’e")e —+y], 


Dans le cas oti le corps k(#) est réel ainsi que tous ses conjugues, 
é ne peut étre une racine de l’unité + 1, en tant que ces racines 
sont imaginaires. Si k(#) est réel et si k(2’), k(2") sont imaginaires 
on ne peut encore avoir comme unité du corps d’autre racine de 1 
que =ail: 

En effet, supposons par exemple que 


, az’? + 63' + ¢ 
7! = = 


soit une racine imaginaire de l’unité dans k(3’). 

Les nombres conjugués 7" et q seraient aussi des racines de 
Vunité, mais alors on aurait 7 = — 1 et on aurait, en coefficients 
entiers et rationnels a, b, c l’équation 


GS-65) = 6 —— == N. 


Mais comme par définition & satisfait a 


S, racine commune a ces deux équations serait un nombre ration - 
nel, ce qui est contraire 4 notre hypothése. Il faut donc que a = 0, 

210.6 == —- Net: par suite y == 23> 1: 

On voit de méme que toute unité ¢ est du corps telle que | ¢ {1 
est égale 4 4: 1, car si € est réel |¢ | = 1 exige e—= + 1. Si € est 
imaginaire |¢| = 1 nous donne |é' | =|e|==1 |e’]| =x d’ot 
l’unité réelle ec" — + 1 ainsi que ¢ et ¢’. 

Ceci posé nous démontrerons le 

Théoréme (‘). — Dans tout corps (réel ou imaginaire) /:(3) du 
troisieme degré il existe une unité différente de + 1. 


(1) B.-G, Lessuns-Dinicuter. — OLuvres, t. |, p. 642. Parties du théoréme 
général, ibid., p. 662 et pour des nombres cubiques, p. 632. 
H. Mixxowsxr. — Géom. der Zahlen, Nr. 44, p. 137. 


D. Hirserr. — Bericht, chap. vi, §§ 19 et 20. 
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La démonstration de ce théoréme différe peu de celle que nous 
avons donnée pour le corps quadratique. Nous abrégerons donc 
quelque peu. 

Démonstration : 1. — Supposons d’abord le discriminant d du 
corps positif, c’est-a-dire que les trois corps k(s), k(3'), k(s") sont 
réels. Soient A, A,, A, trois nombres réels positifs quelconques 
dont le produit 


(1) ALA As =| Val. 


On démontre grace au théoréme de Minkowski qu’on peut tou- 
jours trouver un nombre ¢& dans k(2) tel que. 


(2) ae (eae ary A, 


comme % est un entier du corps ona 


| aaa! | 21, 
et par suite 
I 
a = | mice 
et par conséquent 
I A 
=> +O le] = —: 
PIS aA, * 1 ay 
On a donc pour & et ses conjugués 
A ES a == A ’ 
ee ea dal 
A 
(3 A SS a! = —-_ ? 
) ier ET 
Aes a aia, 
ee | vd | 
On pourrait écrire la derniére 
Vd F I 
KA, =I" 120K, 
Choisissons dés lors trois. nombres 
anaes A, nes Paths 


= 3 B SS Seo > — = 
| Va | as ccs r | vd | 
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dont le produit 
BB,B, =| vd |. 


Il y a dans /(%) un entier ( tel que 


| Poles 
aa s f i 
: B21) 3 
rick q ay 
ot la derniére peut s’écrire 
[Vids ae i 
DE caaeeanoh 
posons 4 nouveau 
B B B 
an Cc s=s Cc, = ——-» 
| va | [va | wel va | 


et déterminons un nombre y comme nous avons déterminé fs. 
Comme le discriminant | d| > 1 on voit que les nombres | {, 
| Z|, ---, ainsi |~’|, | 6" | forment une suite décroissante car les iné- 
galités ae peuvent s’écrire 


A= |[e«|l2— 


eae B hes 


val wae! page? 


Tandis qu’on verrait de méme que les | «’ |, | "|, ... forment 
une suite croissante. 

Utilisons maintenant ce fait que les idéaux principaux (~), ((), 
(y), --. forment une suite illimitée d’idéaux de normes < | \/d | et 
remarquant qu'iln’y a qu'un nombre limité d’idéaux dont Ja norme 
est plus petite qu'un nombre donné. 


La suite (x), (f), (y), -.. contient un nombre infini d’idéaux 
égaux entre eux. 


Soit (~) =(y) et] a] >| ¥], le quotient ¢ — : représentera une 
unité différente de + 1. : 
Les inégalités nous montrent que 


et, Tee ret aan 
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si l’on pose 


= 


f 


Gat 
male 
On voit d’ailleurs que (<) ne peut étre égal a (¢’). 
On voit de méme qu’on peut obtenir une unité telle que 
[afer pepe) pate 


II. — Supposons d négatif. Supposons /:(%) réel tandis que k(s’} 
k(s") sont imaginaires, et choisissons A, A, réels et positifs tels 


que AAj =| yd], on peut alors déterminer & de fagon que 
(2a) pe eS Ass ee PESSY 
et par suite 
peice ke 
On a alors 
\AZzle12 
on [vil 
Mae 
| vd | 
On pose 
es 3 Ver 
apa ies B, =A,| V4 I. 
de telle sorte que 
BBY== fy |, 
et on construit (6 de (=) tel que 
ees ta PP hae BiB, 


En répétant le raisonnement précédent on trouve une unité < de 
k(s) différente de = 1 et ¢’, 2" dans k(s’) et k(s"). 


1 
Bare 2 le free | Pt 

ou 
cig etre rests A Pe ir 


Nous pouvons énoncer le théoréme de Dirichlet que nous met- 
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’ rl = ! 
tons sous une forme permettant de l’appliquer 4 un corps quel— 
conque. 

: : : eS 3): 
Théoréme. — Si parmi les trois corps conjugués k(z), k(='), 


= r 3 a : . 
k(3") ily ar, corps réels et r, = —>— couples de corps conju- 


gués imaginaires, il y a dans chacun des trois corps 7, -+1,—I=T 

. , . r od i 
unilés fondamentales telles que toute autre unité € du corps puisse 
se montrer d’une seule facon sous la forme 


as Ey tiie fn ts 


oll ¢;, ... €, désignent des exposants rationnels positifs ou négatifs. 

On a deux cas possibles, r,; = 1, 7, = 1, il y a alors une unilé 
fondamentale. 

Ou bien r, = 3, r, = 0 et il y a deux unités fondamentales. 

Le dernier cas est le plus difficile, M. Minkowski d’abord et 
M. Hilbert ensuite l’ont démontré complétement. Nous donnerons 
ici la démonstration de M. Minkowski. 

Démonstration : Soient k(), k(%'), k(S") les trois corps, nous 
avons vu qu'il y a deux unités ¢, 4 telles que nous avons le droit 
d’admettre 


[ett i eo lee a, re: fem ks 
nee, [athens jie ye ot 


Si € est un nombre quelconque du corps, les valeurs réelles 
log | E|, log | &|, log | &" | sont dites les logarithmes du nombre &, 
nous les écrirons 


Ley dog (ik 1 = log] Pl” It) locate ah 


eel ei 


et comme ¢&'6’ = = 1, si & est une unité les logarithmes d’une 
unité satisfont a 


(1) f=1® +1()+140=0. 


et d’autre part toute wnidé du corps sera une solution de |’équation 
f=o. 

Dans le cas ot l’un des logarithmes, ou tous les trois logarithmes, 
sont nuls € est nécessairement égal 4 + 1. Donc, trouver les unités 
du corps cela revient 4 résoudre l’équation f= 0 pour des valeurs 
des logarithmes, toutes différentes de zéro. 
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Posons 
(2) fall) = MG + hl, 
et déterminons h et h, de fagon que 
fa(n) = Alm) + Al(n) > 0. 
On peut prendre par exemple 
h, = — ls) 1 = ey, 


car d,(7) est négatif puisque | 4’ | << rt, tandis que J(e), ¢,(e), l(m) 
sont positifs. 


On peut mettre toute solution de I’équation (1) sous la forme 


( Walle) + l(a), 
(3) ) = s,1,(2) + 5,h,(n)s 
( 1(8) = 5,4 (2) + 5,h,(n) 


ou s,, s, sont des valeurs numériques réelles quelconques. 

Ces expressions satisfont identiquement |’égalité (1) et pour tout 
systéme de valeurs donné /(£), 1, (2), /,(€) on peut calculer s,, s,, 
et cela d’une seule maniére car f,(7) > 0. 

Pour & = «, (3) nous donne s, = 1, s, = 0, 


r 
$— 7, $s, = 0, s,= 1. 


Nous allons montrer maintenant qu’il n’y a qu’un nombre fini 
d’unités pour lesquelles 


(4) Cae ey eats = ed ces 


Si cette condition est remplie pour l’unité € on a 


. ‘ we . Ir . pee 
c’est-A-dire que les valeurs absolues | €], | £'|,| ’[, sont inférieures 
“A des nombres finis dépendant uniquement de ¢ et de . Sot 


E = ER =e AO -f- ZU), 
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un entier du corps, calculons x, y, z par les équations 


L+ WY + W,2 ty 
2+ w,'y 4+ 0,'2 =, 
we wo" + w 2 —— ae 


nous obtenons « = ),& + A,&’ + 2,&" et des valeurs analogues 
pour y et z. Siles| €| sont inférieurs 4 une limite déterminée il 
en sera de méme de | z |, | y |, | z |. 

Il en résulte que]’on ne peut prendre pour «, y, z qu'un nombre 
limité de valeurs telles que | & |, | & |, | &” | soient inférieurs 4 
une limite déterminée. 

Nous pouvons répartir toutes les valeurs de € représentées par (3) 


et telles que 
O Sa eau: ofs,<!I 


en deux classes. 

La premiére contient les unités pour lesquelles s, = 0, la seconde 
celles pour lesquelles s, >> 0. Alors nous déterminerons dans la 
premieére classe l’unilé ¢, pour laquelle s, a sa plus petite valeur S, 
différente de zéro ; et dans la seconde une unité ¢, pour laquelle s, 
prend sa plus petite valeur S,. 

Il n’y a alors aucune unité & part + 1 pouvant se mettre sous 
la forme (3) et satisfaisant & 


(5) 8, eas Op oa ae 


Désignons par € une unité du corps et par e,, e, deux nombres 


entiers rationnels positifs ou négatifs du corps que nous supposons 
z 
§ 


indéterminés - 25% St aussi uné unité du corps dont les loga— 
pe ee kg 


rithmes sont 


) — e,l(e,) —e,l(,), 
3 


ona 
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5 i) r s ‘ 
et si l’on veut représenter L,, L, suivant (3) on trouve 


fala) — e,9; — eS, 
a ee CE. c 
: f2(a) - 


Comme /,(7) est positif la derniére équation nous permet de 
déterminer pour e, et ensuite la premiére pour e, des valeurs en— 
tiéres rationnelles positives ou négatives telles que s,, S, satisfassent 
aux inégalités (5). 

Il faut alors 


et par suite L: = 0 ou encore 


a= ils Carte eects: 

Le théoréme de Dirichlet est démoniré lorsque les trois corps 
sont réels. 

Le second cas ob d< 0 et k(%) désigne un corps réel et ot 
k(s'), k(s") sont des corps conjugués imaginaires ne nécessile pas 
une démonstration particuliére. 

Car si ¢, est l’unité de k(s) quia la plus petite valeur absolue 
parmi les unités dont la valeur absolue est > 1, on démontre comme 
pour le corps quadratique que toute unité é du corps est de la forme 


eae ad Ha 


ou e, est un nombre entier rationnel positif ou négatif. 
Le théoréme de Dirichlet est démontré pour le corps cubique. 


CHAPITRE V 


LE CORPS RELATIF 


La théorie des corps algébriques a pour but d’étudier les pro- 
priétés des nombres algébriques entiers satisfaisant 4 une équation 
irréductible de degré m. 

Nous en avons examiné les deux cas les plus simples, nous ne 
pousserons pas plus loin. Mais nous allons exposer une autre géné- 
ralisation dela théorie des nombres en ses principes fondamentaux, 
car 14 nous retrouverons un nouveau champ d’exploration fruc- 
tueux, et ces notions ont trouvé d’importantes applications dans 
des problemes considérables de l’algebre et de la théorie des 
fonctions. _ 

Elles se rattachent aux théorémes de réciprocité. 

Aux n° 24 et 25 nous avons obfenu la loi de réciprocité quadra- 
tique pour des nombres premiers rationnels 


(Jaen 


\ 


avec les théorémes complémentaires en nous basant sur ce fait que 
l’on peut superposer au domaine des nombres entiers un corps de 
nombres k(\/p) ou k(V= q) dont les propriétés nous fournissent les 
lois de réciprocité. . . 

Puisqu’on peut étendre |’étude des congruences aux nombres et 
aux idéaux d’un corps, on peut se demander si les lois de récipro- 
eité vraies pour les solutions des congruences de nombres ordinaires 
ne s’étendent pas aux nombres et aux idéaux d’un corps. 

Lorsqu’on se limite aux congruences quadratiques, c’est-a-dire A 
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une généralisation des lois de réciprocité quadratique on a un 
critére pour la généralisation de nos considérations ('). 

Pour développer logiquement la méthode gui nous a permis de- 
démontrer la formule 


(F) (acy, 


on essaiera de construire sur le corps quadratique un nouveau qua- 
dratique le « corps quadratique relatif » pour déduire des propriétés 
de ce corps relatif la loi cherchée. En effet cet effort a été couronné 
de succés. M. Hilbert (?) a démontré ainsi la loi de réciprocité pour 
un nombre assez vaste de corps de base (3). Nous prendrons comme 
exemple le corps quadratique relatif & un corps de base quadratique 
et nous citerons des exemples numériques. 


48. — Notions fondamentales. Définitions. — Soit le corps. 
quadratique (Vm) ou m entier rationnel ne contient pas de facteur 
au carré. Soit un nombre quelconque du corps différent de o et 
de 1 et qui n’est pas le carré d’un nombre entier du corps, de plus 
soient % et (4 deux nombres quelconques du corps /(/m) entiers ou 
fractionnaires. Alors tous les nombres 


(1) at By'p 

forment un domaine K ou un corps de nombre dans le sens indi- 
qué précédemment, car la somme, le produit, la différence et le 
quotient de deux nombres de la forme (1) est encore un nombre 


de cette forme. 
Tout nombre A — a + (5 /p de ce domaine satisfait 4 une équa-- 


tion du second degré de la forme 


X? — oaX -++ a? — 67, = 0, 
{ 


(1) Gauss a traité le cas le plus simple pour le corps k(V— 1), Okuvres, t. I, 
p- 130. Theoria resid. biquad., Comm Il, n° 60 (56-60) et euvres, t. I. p, 172. 

(?) Hiwperr. — Ueber die Theorie des relativquadratischen Zahlkdrpers. Math. 
Annal,, t. LI, pp. 1-127. 

H. Donnie a étudié un cas particulier, dans sa dissertation « Das quadratische 
Reziproczitdtsgesetz im quadratischen Zahlkérper mit der Klassenanzahl 1. » 
Gottingen, 1898. Il y prend comme exemple le corps k (y/— 8). 

(3) Furtwaneren, — Abh, und Nachr, von der kg. Ges. der Wiss. zit Gdtlingen 


et aussi Math. Ann., t. LXIII. 


304 THEORIE DES NOMBRES 


dont les coefficients appartiennent au corps k(/m); aussi on dit 
que le corps K est un corps relatif quadratique par rapport a k(Vm). 
K est dit un corps relatif ou un sur-corps par rapport a k ; et 
comme d’autre part K contient tous les nombres de k, k est dit 
aussi un sous-corps de K. Le corps K est superposé au corps k 
comme k est superposé au domaine des nombres rationnels. 

Désormais nous désignerons les nombres du corps relatif par des 
majuscules grecques, et les nombres du sous-corps au corps de 
base comme jusqu’alors par des petites lettres grecques. Ici encore 
elles ne désigneront que des nombres entiers que nous définirons 
plus loin. » 

Deux nombres @ + fn, @ — BV» qui ne different que par le 
signe de \/y sont dits relalivement conjugués, et on a coutume de 
dire que la seconde résulte de la premiere par la substitution 
S(Vz) : — Vp). Nous écrirons deux nombres relativement conju- 
gués A et S(A). De plus A et s(A) seront deux nombres obtenus 
en changeant dans l'un d’eux \/m en — ym, c’est-d-dire par la 
substitution s(\V/m : — ym). 

Un nombre quelconque de K satisfait une équation du 4° degré 
a coefficients rationnels. Par conséquent, d'une facon absolue K est 
un cas particulier du corps du 4° degré. Tous les nombres A de ce 
corps peuvent s’exprimer rationnellement en fonction de 


B=Vp+V¥m 
sous la forme 
A =a + a,B + a,B? + a,B’, 
ou a, a,, 4, a4, sont des nombres rationnels qui peuvent étre frac— 
tlonnaires. 
A est une racine de l’équation du 4° degré 


(= — A) (w — s(A)) (@ — S(A)) (@ — $s(A)) =o. 
Un nombre A est un nombre entier du corps relatif lorsqu’il est 
racine d’une équation de la forme 
x? + ax + 8 =o, 


ou @ et 6 sont des entiers de k(V/m), c’est-d-dire que A est racine 
d’une équation du quatriéme degré a coefficients entiers rationnels 
de la forme 

xt + ayx® + agx® 4+- a,x 4- a, = 0, 
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ou encore que A est un nombre entier dans le corps du quatriéme 
degré K. 


On peut aussi dire A est entier si 
Ae SA eter ASA) 


sont des entiers du sous-corps. 

Le produit du nombre relativement conjugué A.S(A) est dit la 
norme relative de A, nous la désignerons par N; (A). La norme rela- 
live d’un entier A de K est un entier du corps de base k(¥m). 

La norme relative d’un nombre & du sous-corps k est N;, (a) =a? 
Can S(a) ==.a. | ‘slo 

On déduit tout d’abord de cette définition que toutqombre de K 
compris dans k(ym) est un entier de ce dernier corps, et que tout 
entier de K qui est rationnel est un entier rationnel. 

On démontre comme pour les corps cubiques (n° 39). 

Théoréme. — La somme, la différence, le produit de deux en— 
tiers de K est un entier de K (’). 

La différence 


A, = A — S(A) 
qui est dite la différente relative est entiére si A est entier. 
D, (A) = (A — 8(A))? 


est dit le discriminant relatif de A. 
Et on voit que le discriminant relatif est la norme relative de la 
différente relative 


D, (A) Shee. N;(Ax)- 


49. Les bases du corps relatif. — Tout nombre du corps /(/'z) 
peut étre représenté sous la forme 


a+ BV ip 
mn 
Voyons s’il n’existe pas dans K une infinité de systemes de 
quatre nombres telsy que tout nombre entier de K soit une com- 
a 


(!) Voir Hizserr. — Bericht, chap. v et chap. xv. 


Soumer, — Théorie des nombres. 20 
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binaison linéaire A coefficients entiers et rationnels de ces quatre 
nombres. 

Nous remarquerons d’abord que les entiers de K sont de deux 
sortes : 1° les entiers de K qui ne sont pas des entiers de k; 2° ceux 
qui sont des entiers de k. 

Ces derniers peuvent étre mis sous la forme # + yo, ol x, y 
sont des entiers rationnels et 1, « une base de /. Il nous suffit donc 


de nous occuper des nombres 


a+ Bye 
, 
ou B Xo. 

Lorsque @, , y nont pas de facteur idéal commun sl un 
raisonnement analogue A celui du n° 6 nous montre que le a ma 
+ateur y d’un entier ne peut admettre comme facteurs premiers : 
1° que des facteurs idéaux contenus au carré au moins dans 1; 
2° des facteurs premiers de 2. 

Lorsque le corps de base a un nombre de classes h = 1, ‘y ne 
contient pas d'autres facteurs premiers que ceux que l’on vient 
d’énumérer, mais si h > 1 il faut supposer 2, /, y divisibles par 
un certain idéal accessoire. 


ees = . a é 
Soit @ et é les plus grands entiers contenus dans 7 ebS, Cest- 


oe juss a ss e : ’ 
a-dire a = eB el é = Bi on a les deux théorémes suivants, que 


on peut démontrer d’aprés le schéma du n° 6. 

1 Théoréme. — Le corps de base k(\/m) a une classe h — 1, 
le nombre 2 est divisible par les facteurs premiers ),, 2, élevé aux 
puissances /,, J,, 2 = ),"'A,”2 ; de plus soit 

pein 94 A588 tad oo epee 
et l'un des exposants au moins a ou e est impair. at 
- ‘ V\otk- he ae 
Soient g, = 1,, gx, les plus grands exposants pesitils pour 


lesquels ; 


- 


== 3 (A, 2(91+@ J, 202+ 2) 


peut étre satisfaite par un nombre entier y du corps de base et si y 
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est une solution de cette congruence, telle que l’on puisse poser (!) 


= é Gy 5 
V== TT, Poe Th Vy, 


y+ Vp Le eVe 
A491 + 4%) 592 + 22 aston: 


y? yi 


est un entier du corps K (yz) et les quatre nombres 


~~ 
~ 


his W, Wr wQ 


forment une base du corps relatif. 


Donc, avec l’hypothése h = 1, tout entier du corps peut étre 
mis sous la forme 


at Bye 
oN 


ou y ale sens indiqué et ot a, (& sont des entiers de k, Il est a 
remarquer que g, el g, > 0 que si a, @, sont pairs, et que v est 
nécessairement divisible par A,71A,”. Si g, = g, = 0, Q est de la 


/ 
forme : 


2° Théoreme. — Le corps de base /(\’m) a un nombre de classes 
he> ret ona 
(2) = LA1,”, 
(2) = Lahey ... pyar 


“ 


Si la congruence 
ev, (L201 Fa) f,2(02+9)) 


peut étre satisfaite par un entier du corps de base et si 6 = (3, (2) 
est un idéal premier avec f, et [, et tel que 


fasta | PCP Uk tee p,er b ae (y) 


soit un idéal principal; si de plus on choisit v (ce qui est possible 


(4) Cette hypothése est permise ; car si v est un nombre entier on peut tou- 
jours déterminer v, tel que 
VHT, 1. eerv,, (Are) Meat ee) ear ° 


) Pedros" 


r 


sont premiers avec 2. 
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d’aprés les théorémes sur les congruences linéaires) de telle sorte 


que 
(v) —— pr aot p,er qn, 


les nombres 


yvtVu y+ Vu 
a= pe, d= 8, a 


sont des entiers du corps K (yz) et les quatre nombres 
11 W, Q, 5 Q, 


forment une base du corps relatif. 

D’aprés ce théoréme le choix de + est encore arbitraire dans de 
certaines limites suivant le choix de 6; cependant tout nombre du 
corps peut se ramener 4 un autre ayant le dénominateur ‘y. Soit 


2 aoe VE 
Q=— 8B 7 
ou 
ee 
vy b, 


Si l’on multiplie le numérateur et le dénominateur de Q par 2 
a 


ona 


car ( d’aprés la fagon dont il a été obtenu est divisible par 6,. 

De toute base on déduit une infinité de systémes de quatre 
nombres qui forment également une base, deux de ces systemes se 
déduisent l’un de l'autre par une substitution unité. 

A la suite du deuxiéme théoréme nous ferons remarquer que 
Vidéal 6 peut aussi étre choisi de fagon a ne contenir que les 
idéaux {,, [, ... p,, -.. p, comme facteurs premiers, de facon que 
soit contenu dans 4y.. Le second théoréme contient le premier 
comme cas particulier ; nous les avons cités séparément parce que 
le premier se comprend immédiatement. 


50. Les idéaux du corps relatif. — La définition des idéaux. 
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s applique au corps K. Tout idéal j = (:, 4.) du sous-corps est aussi 
un idéal ¥ du corps relatif. Mais il est évident que tout idéal ¥ du 
corps relatif n'est pas nécessairement un idéal du corps de base. 

La définition d’un idéal principal reste la méme. 

Lorsqu’on fait subir A tous les nombres d’un idéal la substitution 
S(V : — Yu) on obtient un nouvel idéal que l’on désigne par 
S (gy) et qui se dit l'idéal relativement conjugué de J. Un idéal ¥ 
qui est égal A son conjugué relatif et ne contient aucun idéal de i 
en facteur est dit un idéal ambige. 

On peut exprimer tous les nombres d’un idéal au moyen d’une 
base 1, w, Qy, Q, et répéter les raisonnements que nous avons faits 
pour établir ]a base d’un idéal, on trouve alors que 


® at — (i, Ly J, I,), 


oul, ', I, I, représentent la base de l’idéal. 

En ce qui concerne les définitions du produit de deux idéaux, 
de la norme d’un idéal et la démonstration de la décomposition 
d'un idéal en facteurs il suffit de se reporter aux n* 11, 43, 44. 

Soit n(j) la norme d’un idéal j de k et dans ce corps k lui-méme, 
soit de plus N(j) la norme du méme idéal dans le corps supérieur 


Car si 
j= (4 & + ye) 
est un idéal de k, une base de ce méme idéal dans K est 


i, ty +i, a, +b0 +- 2, a, + bw + 1,2, + gt, 25, 


U 
J 
par suite 


N(j) = (iis)? = nGj)* 


Si par exemple (nous rencontrerons ce cas un peu plus loin) $ 
est un idéal de K(//p) tel que 3? = p, 


(n(p))? = Np) = NOP") = NP)’, 
et comme n(p) et N($) sont des entiers positifs 


n(p) = N(P). 
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On généralise aussi l'idée de norme et on considére la norme 
relative d’un idéal Y, on entend par 1a le produit 


Ni(S) = FSGS). 


La norme relative d’un idéal Y¥ de K est toujours un idéal du 
corps de base. 
En effet, soit 


3 = (4 4 4,1) 


un idéal du corps relatif représenté par sa base. Réunissons tous 
les nombres de l’idéal .S({J) qui sont dans le corps de base et 
formons un idéal j qui soit situé dans le corps de base, 


j=, i, 2, IS(D), US), ISI, 4/1,SI, 0,8) -.., 


j sera identique a .¥.S(). 

Car comme 
(1) IS(ls = LS) = oh 
(2) IS(I).1,S(1,) = 0 (f?), 
on a aussi 


IS) = ogy sete US) =o). 


Car si $ divise j en étant premier avec IS(I,) la congruence 
(1) nous apprend qu il est premier aussi avec I, S(I) par conséquent 
I.S(1,)1,S(I) ne pourrait étre divisible par (93?) comme l’exige la 
congruence (2). Il en résulte de méme que iS (I), iI, etc. sont divi- 
sibles par j ou encore j = N,(<¥) comme nous I’avons annoncé. 

Il en résulte en particulier que le carré de tout idéal ambige est 
un idéal de k. 

Remarque. — (Au lieu de procéder comme aux n® 13 et 143 
pour démontrer que la décomposition des idéaux n’est possible que 
d’une seule maniére on pourrait tirer parti de ce que le carré d'un 
idéal ambige est toujours un idéal du corps de base; et appli- 
quer les théor’mes démontrés pour ce corps de base). 

Nous définirons encore la différente relative du corps de k, c’est 


D, = (A — S(A), A, — S(A)) ...) 
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le plus grand commun diviseur des différentes relatives des entiers 
du corps, et le discriminant relatif du corps 


5 = 9, = (A — S(A), A, — S(A,)*..)*. 


La différente relative est un idéal de K, le discriminant relatif 
est un idéal du corps de base, car 


d = N,D(,). 


51. Les facteurs du discriminant relatif. — Théoréme. — 
Soit p un idéal du corps de base qui ne divise pas (2) et tel que p’ 
soit contenu dans yw, le discriminant relatif du corps supérieur 
K(//z) n’est divisible par » que si e est impair. 

De plus si dans /(/m) ona 


(2) = Tule 


et si f; est contenu dans 2,4 la puissance a; le discriminant relatif 
de K (Vu) est premier avec {; s'il existe dans le corps de base un 
nombre y tel que 


ws = y?, (124+), 


et dans ce cas-1la seulement (‘). 
Démonstration : Le discriminant relatif 


Ge At nS Als An SA... 
Si on y exprime A; en fonction de la base 


ecg Saeed helo 
Y a i 


ou 
5(y°) = (4) 2°(Br» Be)? = (+) (2)°8°, 
ou en remplacant par les facteurs premiers 


V% {,% pri wee pyre (,?"2 hb? 


Dd —- [29112 [57991245 pr ee pee ree 


d’ot résulte immédiatement le théoréme. 
reper ae oy np i a es th ee 
(‘) Voir Hier. — Math, Ann., t. LI, p. 5. 
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‘ nics = ° 3 3 . 
Si e; est pair > = @;, D est premier avec p;; Si e& est 1mpair 


€; = 2e, + 1, 5 contient p;'. 
De plus si on a 
p= v2, ([2its), 


il faut que a; soit pair et dans l’expression de y trouvée au n° 4g il | 
faut faire g; = l,. 


Alors le numérateur et le dénominateur de 9 contiennent [?47%, 
et § est premier avec J;. Tandis que si a; est impair ou si 


pe == v?, (L 2a te) 


n’est satisfaite que pour gi < /:, § contient nécessairement f; et la 
deuxiéme partie du théoreme est démontrée. 

En réunissant les résultats pour [, et f, on déduit : 

Théoreéme. — Si (u.) est premier avec (2) et si ona 


p =v’, (27), 


le discriminant relatif } du corps K(//) est premier avec (2). 


52. — Les idéaux prémiers du corps relatif. — Pour recon- 
naitre si un idéal premier » du corps de base se décompose dans le 
corps relatif K on applique les théorémes suivants (Hilbert, l. ¢., 
p.8O) 

1° Théoréme. — Soit p un idéal premier du corps / qui ne 
divise ni 2 ni »., p n'est le produit de deux idéaux $, ¥, du corps 
relatif que si p. est reste quadralique suivant p, c’est—a—dire s'il 
existe dans / un nombre ¢& tel que 


p= 2? (p), 
et dans ce cas seulement. 
Démonstration ; Si 


p=? (p), 


posons 
B= (patyy) PB, = SP) =, «—yy), 


alors $ et S(P) sont différents, car en vertu de l’hypothése « est 
premier avec », et par suite 


(p+ Vu, t— Vip, 2%, 2a, 24) = (1) 
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De plus on a pour » 


P= PSP) = (p?, e+ Vu). v(@—Vi), u—a®, ops, app, p-..), 
ce qui démontre une partie du théoréme. 


Réciproquement, soit pun idéal du corps k, qui se décompose 
dans le corps relatif suivant 
v= $ : Oe 
légalité des normes relatives des deux membres nous donne 
yp ayy ¥#S (PB) : F,S(8,), 
et par suite 
F. = SP), 


puisque la décomposition n’est possible que d’une seule maniére. 
Soit alors A un nombre de $ qui appartient au corps relatif, on a 


soit 


a+ Bi/u oe = 
A= TEEVE N(x + Bye) =0 (). 

Supposons d’abord que (‘y) ne soit pas divisible par p. Si on 
avait 6 = o (p) auaurait aussi ¢ =o (p) et & et ( appartiendraient 
& , nous pouvons faire abstraction de ce cas. Si £ est premier 
avec p, il y a, nous le savons, un nombre € de k tel que 


p= =p), 
et € est premier avec p, c’est pourquoi 
ap ory) 
ce qui nous donne 
(4)? — p = 0 (p), 


u. est reste quadratique de p. Dans le cas ot p divise ‘y mais ou il 
est premier avec [9 le raisonnement subsiste. Si 7 est divisible 
par pt et que ~ et ( contiennent p* avec e, = e, Soit s un idéal 


‘i addts g Tees ieee 
premier avec p° ct équivalent a p’, i= > out est divisible exac— 
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TOM HT sigan ao . * 
tement par p. On pose a = — a", 2 = = [*, alors a et (* sont 


premiers avec pet ona 


Le théoréme est démontré. 

En procédant de la méme maniére et en employant la base 
établie pour le corps relatif on voit : 

2° Théore’me. — Soit {; un idéal premier du corps (ym) dont la 
puissance J,°”¢ divise 2, supposons yz. premier avec J; et congru 4 un 
nombre de k suivant 17, de fagon que le discriminant relatif du 
corps K(y2) soit premier avec {;, la condition nécessaire et suffi— 
sante pour que {; se décompose en deux idéaux premiers est qu'il 
existe un nombre & de k satisfaisant a 


ft za? (ere 


Ces théorémes permettent de se prononcer pour des idéaux qui 
ne divisent pas le discriminant relatif. 

Nous compléterons par les théorémes suivants : 

3° Théoréme. — La différente relative du corps K (yz) est divi- 
sible par tous les idéaux premiers qui sont ambiges et par ceux-la 


seulement. 
Démonstration : La différente relative D, est un idéal qui est 


égal a son conjugué relatif et ne peut étre divisible que par des. 
idéaux premiers ambiges ou certains idéaux de premiers k, car si 
l’on pose 
D; == 3S . %, OOS oe 
%. 93, ... B, sont des idéaux de K, on a aussi 
>= SOB) 83.) SCB,) car Dp == SDs 


Il faut donc 4 
P=S(P) ou P=S(Pi. 
Si donc deux idéaux %, et S(9$.) étaient différents D serait divi- 
sible par %.S(%.). 


Mais 
B.S (Po) = Ni(B.) = y 


est un idéal du corps de base et ne peut diviser D, si p est différent 
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de {, et de {,, c’est-A-dire si p est premier avec 2. Car le discrimi- 
nant relatif 


d == O2 = (A ro S(A), A, = 5 (Aj) se 


ne peut contenir outre des facteurs de 2 que des idéaux p du corps 
de base qui entrent dans 4 une puissance impaire et alors » est 
contenu avec l’exposant (') dans §. Si donc D, était divisible par 
un idéal premier p?, 8 = D,° serait divisible par py? ce qui est im- 
possible. 

D’autre part si le discriminant relatif } contient un idéal {; qui 
divise 2, on peut démontrer facilement que J; est le carré d’un idéal 
ambige @; du corps K qui est alors contenu dans la différente rela— 
tive. 

Car premitrement si f; est contenu dans yp. & un degré impair, 
on a évidemment 


et @; est un idéal ambige du corps supérieur différent de (r). 
Par contre si f; y est 4 une puissance paire et si 
p == v?, (ears) 


nest possible que pour g; < /, on peut déterminer l’entier 


at 


eee tas I 


tel que N;,(A) soit divisible par {;.- Par hypothése est divisible 
par f+ et ~ Vest par 1,%, il ne reste plus qu’a faire voir que l'on 
peut choisir ~ et ( tels que 


Qt Bau == (f2arer), 


Posons comme dans la démonstration du premier théoréme 


Ey ; 
Pee ies} 


ay 
still 2 s : ; 
ou A est exactement divisible par [;? et non par une puissance supeé- 
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rieure et ol.g est premier avec [;, ou Z* et b* sont premiers avec |, 
il reste 4 déterminer @* et ( tels que 


(1) a*? _ B2u* == o ([,20+4). 
Comme (5 est premier avec |; cette congruence équivaut a 
(2) = = Oa), 
ot il faut de plus 
(3) BP sv, (14). 


Si (2) est un idéal premier du sous-corps k, g; = 0, et il reste a 
démontrer que 


62 — u* = 0 (2) 


admet toujours une solution. 
Mais 2 ne se décompose dans /:(y’m) que si m = 5 (8), alors 


1+ Vm 
ihn) = ay forment une base et on peut poser 
f= £+ yo, oie buy, 
comme 
ijt ft 
i W et —s Or 
4 4 
ona 


a ha re a a yb) = 0S), 
cetle congruence admet toujours une solution car 
x? + y*? — a =0 (2) 
et 
y? — b=0 (2) 
en admettent toujours. 


Deuxiémement si 2 se décompose dans k, (2) = UI, ou (2) =f, 
il s’agil de savoir dans le premier cas si 
(4) g — p* = 0 (17), 


et dans le second si 


(5) Si oho) 1) 
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ou 


(6) hee 2: = 0 (Ef) 
est possible. 
Chacun de ces trois cas admet une solution. Considérons d’abord 


le dernier (6) 


B— pt =o (Li) 


a une solution, car par hypothese 


il en résulte 


ebb = y*. 
Si ¢ = v* nest pas un nombre du corps tel que 


on posera 
- = 3 asia hx, 


ou A est un nombre divisible par f, et non par {}. 
La congruence 


est alors équivalente a 


re 
° 


2 


mais comme > est premier avec [, cette congruence est de la méme 
forme que 
2 __ y* == 0 (f), 


forme des deux congruences que nous n’avons pas encore étudiées. 
On a n(f;) = 2, tout nombre du corps est done congru 4 un 
nombre entier rationnel impair, et la congruence 


Bass 0 (h) 
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admet une solution, car 
x? —a==0 (2) 


est toujours possible en nombres entiers. 
Dans tous les cas considérés J; se décompose donc dans le corps 


relatif. 


avr 2 6 he UL 
est un idéal qui contient aussi or oan cal 


(8) (=hl ow 


eeery S225 0 (li), 


et tous les idéaux considérés sont ambiges. 

Nous avons donc démontré la premiére partie du théoréme. 

Reste & faire voire que D, contient tous les idéaux ambiges. 
Soit $ un idéal ambige 

p= x, 
n(p) = nQB*) = N(R). 

Il en résulte que l’on peut former un systeme complet de restes 
suivant $$, composé uniquement de nombres du sous-corps k, car 
tout nombre qui n’est pas divisible par » ne peut l’étre par 98. Par 
conséquent tout nombre du corps relatif est congru 4 un nombre 
du corps de base suivant un idéal ambige §, 


A =a, ($f). 
donc aussi 
S(A) = 4, (§), 
et par suite 
A — S(A) =o, (§). 
Mais tous les nombres de D; sont contenus dans $ et par suite 


®, est divisible par ¥. 
Le théoreme 3 est complétement démontré. 
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Remarque. — [ll résulte du théoréme 3 qu’un idéal f; qui ne 
divise pas le discriminant relatif, ou bien ne peut se décomposer 
dans le corps relatif, ou bien il se décompose en un produit de 
deux idéaux premiers non ambiges. 

En effet on a alors p. =v?*, (fi) et le dénominateur + de l’en- 


Perel iS wip ; as we : 6 
tier Es contient f,"*%, tandis que ( est premier avec [;. Dans 


4 Jy 4 : 
le cas ot &, — (1. w a u *) est un facteur premier de [;, on a néces- 


sairement 


(pes Meet, 

Y 7 
ESN ae 

car ( AVE ) est premier avec {;]. 

4° Théoréme. — Tout idéal premier du corps de base k qui 
divise le discriminant relatif, est égal dans le corps relatif au carré 
d’un idéal premier ambige. Réciproquement, tout idéal premier y 
du corps de base divisible par le carré d’un idéal premier du corps 
relatif. est contenu dans le discriminant relatif 5. 

Démonstration : Soit % un idéal ambige du corps relatif, dont le 
carré est un idéal premier p de k, % est un facteur de la différente 
relative et par suile 93? — y» divise le discriminant relatif, car 
d —— D,?. 

Donc tout idéal de /: qui est le carré d’un idéal ambige divise le 
discriminant relalif. Soit de plus p = $3, on a aussi 


p = 5($)?5( 0), 
d’ou il résulte que 


B=S(P), D=S(O), 


et comme 9$S(9$) est un idéal de / il faut que Q = 1, p est le 
carré d’un idéal ambige. 

Enfin si p divise 9, il divise D,2, ui faut donc que p = $?, car 
®,, ne contient comme facteurs que les idéaux ambiges de K (\/) 


et qu'il les contient tous. 


Les théorémes que nous venons de démontrer sont des théorémes 


eénéraux. Nous allons exposer maintenant sur divers exemples 


320 THEORIE DES NOMBRES 


numériques lidée fondamentale de nouvelles recherches. (Voir le © 
travail de M. Hilbert que nous avons cité). Les théorémes du nu- 
méro suivant, doivent nous conduire 4 notre but : L’exposé et la 


démonstration des lois les plus simples de réciprocité dans le corps 
de base k(V/m). 


53. Le discriminant relatif d'un sur-corps par rapport aun 
corps de base imaginaire dont le nombre des classes est 
impair. — Nous allons prendre tout d’abord un corps & pour 
lequel nous supposerons (Hilbert, Math. Ann., 51, p. 27): 

1° qu il est imaginaire ; 

2° le nombre de ses classes est impair. 

Tout corps relatif K(y) est également imaginaire. Pris d'une 
facon absolue K(/2) est un corps imaginaire du quatriéme degré 
ainsique tous ses conjugués. 

A Vaide du théoréme de Minkowski comme au n° 47 on démon- 
trera qu'il existe dans le corps une seule unité fondamentale diffé— 
rente de -— 1, E dont la norme est une unité dans le corps de base /, 
c est-a-dire = = 1, si nous excluons les corps k(V— 1) et k(/— 3). 

La deuxiéme condition nous apprend de plus : Les théoremes 
qui donnent le nombre des genres d’un corps quadratique / disent 
que le nombre est toujours pair lorsque le discriminant du corps 
contient plus d’un facteur premier et alors le nombre des classes 
est pair. 

La deuxieme condition n’est donc remplie que si m est un 
nombre premier négatif de la forme m = 1 (4) ou si m= —1, 
m =— 2. 

M. Dorric a étudié complétement le corps k(Y— 3), les lois de 
réciprocité dans ce corps et ses sous-corps. Nous renverrons A ses 
travaux et nous n’étudierons pas ici le cas k(/— 3) pas plus que 
le corps k(/— 1) qui a été traité déjA par Gauss. Nous aurons donc 
a considérer les corps k(V— 3), Y— 7, Y— t1, V— 19, V— 33, 


V— 31, V— 43, V— 47, etc., dont les nombres de classes respec— 
tifs sont 


Ip cigietls- Ls tO eto eet men 


Théortme. — Lorsque k(y/m) est un corps imaginaire pour 
lequel h est impair, le discriminant relatif de tout corps relatif par 
rapport au corps /(\/m) est différent de + r. 
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Démonstration : D’aprés les théorémes sur le discriminant relatif 
du corps K (ym), celui-ci contient en facteur : 


1° un idéal p de & premier avec 2, si py. est divisible par une 
puissance impaire de p ; 


2° Vidéal { de & que divise (2) dans le cas ott y. est divisible 
par {*, que (2) est divisible par I et que 
je = a2, (PR(-+2)) 


n'est satisfaite par aucun nombre @& du corps k. 
Il a déja été démontré que cette dernitre congruence n’est pos— 
sible que si @ = 2e. Admettons donc que p. est divisible par 


Bis Ds, > [, 


le discriminant relatif ne poura étre premier avec tous ces nombres 
que si 


on aurait donc 


mais d’autre part 
(Qa oe LP exe 1 


et h est impair, on aurait aussi 
P11 Po°2 ..- [@ wet. 
On aurait donc 1 = zy”, ou € est une unité el y un nombre 
entier. 
Mais le corps K (v2) coinciderait alors avec K(\/e). 
Pour démontrer que le discriminant relatif est different de + 1, 
il suffit d’aprés le dernier théoréme du n° 51 de démontrer que 


dans k (\/m) 
cazat, (4) 
n’est pas possible. 
Comme ona écarté k(V— 1) et k(¥— 3) on ne peut avoir que 
£== — 1, il s‘agit de savoir si 


a Ss fe + yo)’, (4) 


est possible en entiers rationnels « et y. 
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Soit 


1 + y/m 5 m—r 
za ae 


Ce = 
l ; 4 


ce qui donne 


= =o" es + (ary + y*)w, (4), 


c’est-a-dire 


2 Ue aL 
x® 4 


y? + F=o, (4), 
any + y? =o, (4). 
La derniére exige que y soit pair, il ne nous reste alors que 


x? + 1 =o, (4), 


mais cette derniére est impossible, c’est-a-dire qu’on ne peut avoir 


i 


€ 


Le discriminant relatif de K(\/z) n’est pas premier avec 2, il est 
donc différent de + 1. 


54. Quelques cas simples de la loi de réciprocité quadra- 
tique de M. Hilbert. — Théor¢me. — Un nombre entier ou frac- 
tionnaire B du corps relatif K(x), dont la norme relative par rap- 
port a k est +- 1, peut étre représenté par le quotient de deux 
entiers conjugués du corps relatif, c’est-d-dire B = 5c" 


Démonstration : Soit (voir n° 23) B+ — 1x, 


, A, 

et par suite B= a7 ° 

‘3 S(A,) 
Si donc on choisit un nombre rationnel entier a, tel que aA, soit 
entier, aS(A,) est aussi entier. A = aA, répond A la question, car 


eK 
Besa) 
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On pourrait encore démontrer ce théor:me par des considéra— 
tions valables pour tout corps de base. 


Par hypothése BS(B) — +1, soit @ un nombre qui détermine 
le corps relatif et posons 


_ «+d 
BSS ae Ste 
et 
A.. =it+ RB 
Il en résulte d’abord 
ey 
B. — S(A,) ? 


car les derniéres égalités nous donnent 
525 (A,)—=Bs(t 5 (B,) ie Beste rt = Ag. 


Prenons pour « un nombre rationnel a tel que B, ne soit pas 
nul, ce qui est toujours possible, on peut poser 


A, 
GOD 


t= 


dot 


pa At 2+S(0) As _2+S(0) 
Sj) a+0 SG) ~ aE @ A 


Soit Ay = ou A est un entier du corps relatif et 6 un nombre 


rationnel, il vient 


ce que nous voulions démontrer. 

Théoréme. — Lorsque le discriminant relatif de K(\/2) ne con- 
tient qu’un seul idéal premier » de k, la norme relative de lunité 
fondamentale E de K égale — r. 

Démonstration : Soit E Vunité fondamentale du corps K (yx). 
Admettons que N;,(E) =~ 1, if y a dans K un nombre A tel que 


A & 
E — S(A) ou A — ES (A). 
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Tout nombre qui divise A divise par conséquent S(A). Ceci exige 
que A ne soit divisible que par des idéaux ambiges de K et en outre 


peut-étre par certains idéaux du corps de base. 
D’aprés l'hypothése le surcorps K(/) ne contient qu'un seul 
idéal ambige 93. Mais il y a toujours dans le corps fondamental un 


idéal nt tel que mt. B = By ou 3 et y ont le méme sens que dans 
| 


le théoréme relatif 4 la base du corps, de plus comme le corps de 
base imaginaire n’a d’autre unité que = 1, c’est-a-dire N, (BE) =+1, 
on peut toujours admettre que A est de la forme 


A= Hx ou Ae Higy a, 


ou @ est un entier, € un nombre entier ou fractionnaire de /(/m) 


et ot H est une unité du corps relatif. 


Dot 


E ne serait pas une unité fondamentale. 

Il faut donc que N,(E) = — 1. 

Remarque. — (Rappelons que k(/— 1) et k(Y— 3) sont excep- 
tés dans ces recherches. On verrait dans chaque cas comment ce 
théoréme doit étre modifié). 

On peut conclure de 14 maintenant que le nombre des classes H 
de ce corps K (\/z) est impair. (Comparer avec le n° 23). 

Admettons que le nombre des classes soit pair. Il y a un idéal 
non principal \¥ tel que J ~~ 1. Mais alors S()? ~» 1 et 
(G)S (9)? a 1. 

Mais comme }S() = j est un idéal du corps de base et que 
j’ 1, Vhypothése de h impair exige que YS(J) ~ 1. Mais 
comme {~~ 1, F5(¥) ~~ 1 on en conclut que F ~ S(g) ou 
wb = (B)S(g) ot B est un entier ou un nombre fractionnaire de K 
dont la norme relative N,(B) == 1, le corpskn’ayant pas d’autres 


unités que + 1. Si N,(B) = + 1 on peut poser B= te ou A et 


5(A) sont des entiers du corps, mais si N,(A) = — 1, N,(EB) = +1 


S(A) 
: 


et l’on peut poser EB = . Dans les deux cas 


3 = (B)S(G) peut s’écrire (A) = S(AQ), 
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Cest-a-dire que tout facteur idéal premier (A)Y serait aussi facteur 
de S(AQ). 
Mais comme K (yz) ne contient qu’un seul idéal ambige et que 
Yon peut toujours trouver un nombre mt du corps k tel que 
m. B= (E28), 
. Y 
on a ou bien 


(A\J=j oubien (A)¥=j (Ev), 
ou j est un idéal de k. Dans les deux cas § serait équivalent & un 
idéal du corps de base, c’est-A-dire 4 un idéal principal, et comme 
alors on aurait 3" ~ j* ~» 1 en méme temps que J? ~ 1 on au- 
rait (¥ ~~ I, ce qui est contraire 4 l’hypothése. 

M. Hilbert pour formuler plus facilement les théorémes suivants 
a introduit dans son étude du corps relatif quadratique et du corps 
-relatif abélien les désignations suivantes (‘). 

Définition : Un idéal premier p du corps de base k(\/m) premier 
avec (2), et suivant lequel toute unité du corps k(ym) est reste 
quadratique est dit un idéal primaire, tout idéal qui ne satisfait pas 
a cette condition est un idéal non primaire. 

Comme dvailleurs par hypothése les unités du corps de base 
sont + 1, tout idéal premier avec 2 est primaire s'il est reste qua— 
dratique de — r. 

On aalors le théoreme suivant : 


Théortme. — Soit p un idéal primaire de k, il y a toujours un 
nombre = du corps, tel que (z) = p" et tel que 
m == a*, (4) 


soit satisfaite par un & entier du corps. 

Démonstration : Les hypothéses restreintes que nous avons faites 
facilitent la démonstration. 

p est un idéal soit du premier soit du second degré. Dans le der- 
nier cas P — (p), et comme p et p sont premiers avec 2, on a cer- 


tainement 
p=1(4) ou —p=r1 (4). 
Dans ce cas le théoréme est donc démontré. 
oe ll eee ae 


(1) La notion et le mot d’idéal primaire sont dis & Gauss. OEuvres, t. II, 


Théorie résidus biquadratiques, Com. soc. Wr, 36. 
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Par contre soit p un idéal du premier degré 


(p) = 9-7, 
n(p) = p, et p est impair. 
On a toujours 
pula hee ap): 
Pour que — 1 = &’,(p) soit possible pour un entier du corps 


k (Vm) il faut que 


iti ae = 0, (2) .Ces--dire pou, (4). 
Soit 
p” oo (a -t- bw), 
ou a 
__1I+ym 
SSS 9 > 
alors 
(pt) = (a + bw) (a + bo’) 
70 
Hef pig a 2 SAB, 
( a A ) 
comme p = 1, (4), a et b ne peuvent étre tous deux pairs, et 
comme 


ae le ehlcatiae bP me 
gab = 0 h =(a+>) ee 


est toujours positif on a pour a et b les cas suivants : 


Sie 14), a==k1, b=o ou a= 1, b= 1, (4). 


od ——— TTR 


2° Si j = 2, (4), a=+1, b=o, (4). 


3° Si "= 


oud = 2, b= 7 1, (4). 


3,(4), a1, b=o ou a= 1 avec b= 1 


4° Si +" =o, (4), a= 1, b=o, (4). 


En tenant compte de tous ces cas on voit qu’en effet l'une des 
congruences 


a+ bw = (a + yw)?, (4) 
— a — bw = (x + yw)?, (4) 
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est toujours satisfaite par-des entiers rationnels « et y. Autrement 
dat le systéme 


ou bien 


b — 2xy — y? =o, (A) 


admet des solutions entiéres x et y. 
Le théoréme est démontré, on a toujours 


me == —E (a + bw) == 24, (4). 


Théoréme réciproque. — Soit x un entier du corps k, pour lequel 
m = a”, (4) admet une solution entiére, et si (7) est la h° puissance 
d'un idéal premier » premier avec (2), c’est-d-dire (x) = ", p est 
un idéal primaire, c’est-a—dire que — 1 est reste quadratique de p. 

Démonstration : Par suite del’ hypothése le discriminant du corps 
relaif K(x) ne contient qu'un facteur premier p. Mais alors la 
norme relative de l’unité fondamentale E du corps K (vz) est égale 
c+ py ( 

2T 


a — 1. Posons E = c'est la forme des nombres entiers 
ye 20 . ec 
du corps K(y’x)) 5= est un nombre entier et 7 est au plus divisible 


5 ee 
par pe. De Végalité 


o2 =p 
eyes” ee : 
il résulte donc 
2, ea 
et a fortiori 
Aaah (ip 


eae (i) ou Ab? = 1 (p), 


on obtient finalement 


ce qu'il fallait démontrer. 
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Ces théorémes justifient la définition suivante : 
Définition. — Soit p un idéal primaire du corps k et si () = p* 
est choisi de fagon que z =a, (4), m est dit un nombre primaire 
de l’idéal primaire yp. 
Théoreme. — Soit » un idéal primaire du corps k et ~ un 
nombre primaire de », soit de plus ry un autre idéal premier de k, soit 
== ah a = Pat ee = 

(p) — (=) == | 7 entraine i) = + I. 
(=) représente le symbole de Legendre étendu aux idéaux. 
Démonstration : L’hypothese (=) = -+ 1 exige que l’idéal pre- 


mier ¥ se décompose dans le corps relatif K(/z) en un produit de 
deux idéaux conjugués relatifs 


C1, Ale, A 


Comme de plus 7 est un nombre primaire de yp, le discrimi- 
nant relatif de K(Vx) ne contient que le facteur premier p, et il 
existe un nombre rationnel entier impair tel que 


v= (P) (S{P)), 


ou P, S(P) sont des entiers du corps relatif K (\/z). Si on éléve les 
deux membres 4 la puissance h 


(ete (PV tS(P 
t= 
BYyx 


a . . 
aa sont des entiers du corps relatif et on a 


Ap% == v?, (p) 


Déterminons € tel que 


ona 


et enfin 
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Ja 


En appliquant plusieurs fois ce théoréme on voit que 
Théoreme. — Soit p et », deux idéaux premiers primaires et 7, 
7%, deux nombres primaires appartenant l’un au premier l’autre au 


second, on voit que 
sia 
a a a 


c’est-a-dire 


Démonstration : De on = -+ 1 il résulte que - = 7, 
4 
mais si (=) =—-+—I, | = — ], Car s1 on avait (=) i On 
Pi, ?, P. 


T 


aurait ( ) = +t I ce qui est contraire 4 l’hypothése. 


1 
Nous avons la une faible quoique importante partie (les théorémes 


complémentaires) du théoreme général de réciprocité. Pour ce qui 
concerne le théoréme général nous renverrons le lecteur aux travaux 
de MM. Hilbert et Furtwingler. Le symbole de M. Hilbert concer- 
nant les restes normiques et les non-restes normiques permet de 
formuler simplement cette loi généralisée par rapport 4 un corps 
de base quelconque. A l’aide de ce symbole les classes d’idéaux du 
corps relativement quadratique peuvent étre réparties en genres. 
Ein démontrant l’existence de certains genres parmi tous les pos- 
sibles on atteint la loi de réciprocité (‘). 

Dans les cas que nous venons de considérer, nous avons pu 
arriver 4 une démonstration grace A ce fait que le nombre des 
classes du corps relatif étant impair toutes ces classes appartiennent 


au méme genre. 


55. Exemples de corps de classe. — Pour terminer nous 
indiquerons encore les propriétés du corps relatif dans quelques 
cas exclus jusqu ici : 


(4) Voir D. Hizperr, Math. Ann., t. LI. Das allgemeine quadratische Rezipro- 
zitdtsgesetz. M. Dorriz a démontré cette loi pour les corps dont le nombre des 
classes est 1, dans sa dissertation déja citée. On trouve des exemples numéri- 
ques dans la thése de G. Rickte, Géllingen, 1901. 
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1° Quand le corps de base est imaginaire et que le nombre des 
classes est pair ; 

2° Quand le corps de base est réel. 

1° Exemple. — Soit k(V— 5) le corps de base dont les seules 
unités sont -E 1. Les nombres 1, ») —/— 5 forment une base du 
corps dont le nombre des classes est h = 2. 

La premiére question qui nous intéresse est la suivante : Y a-t- ‘I 
uncorps relatif quadratique dont le discriminant relatif par rapport 
i k est 1. Un pareil corps relatif ne contient évidemment pas 
d'idéal ambige et nous l’appellerons un surcorps non ramifié 
(unverzweigter Oberkérper). 

Comme le nombre ». = — 1 du corps k(y'— 5) ne contient au- 
cun facteur premier et que 


— 1 = 2’, (4) 


est satisfaite pour ~ = 4/— 5, le discriminant relatif de K(V— 1) 
est premier avec (2) et ne contient aucun facteur premier, c’est- 
a-dire que K (/— 1) est un corps répondant a la définition. 

M. Hilbert dit qu’un corps quadratique relatif K(V) dont le 
discriminant relatif par rapport a un sous-corps ayant un nombre 
de classes h — 2 est égal 4 = 1 est un corps de classe de ce sous- 
corps (*). 

Dans l’exemple choisi K (V— 1) est un corps de classe du corps 


Si l'on prend comme base de ce corps de classe 


aus eh ae ee Seer 
a ag al ae cee 


(*) Les notions et les théorémes exposés dans ce numéro & l’aide de quelques 
exemples se rattachent & des notions correspondantes de la théorie de la multi- 
plication complexe des fonctions elliptiques. Kronecker en a été l’initiateur, 
lexpression corps de classe lui est due, Voir D. Hizserr, Nachr. von der kegl. 
Ges. d. Wissensch. zu Géttingen, math.-phys. Klasse, 1898, p. 370 et suiv. Acta 
math., t. XXVI, 1go2, p.gg et suiv. Ce mémoire est un complément de celui 
des Math, Ann., t. LI, sar les corps quadrat. relat. Voir aussi R, Fuever, Dis- 
sentation. Der Klassenkkérper der quadratischen Kérper und die Icompleme Multipli- 
cation, Gottingen, 1903, chap. I, IL. 
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Q est a la fois une unitételle que 


Lorsqu’on étudie la décomposition des nombres et des idéaux du 
corps de base on obtient les résultats suivants. Chaque proposition 
exprime une propriété générale caractéristique du corps de classe. 

1. Un nombre premier p indécomposable dans /(/— 5) se 
décompose en un produit de deux idéaux premiers dans le corps 


relatif K (\/— 1), car si (= "2 (=) lessees Be ) See 


ame: r r 
ou encore (=) = 1. len résulte que p se décompose dans 


h(V¥+- 5) ou k(\/— 1) ef comme tous les nombres de ces deux corps 


appartiennent au corps relatif K(/— 1) p se décompose dans ce 
dernier. 


Par exemple (p) = 11 est un idéal premier de second degré dans 


k(¥— 5d) ona & oak 


(11) = (4+ 4/5) (6 — 5) =(9 + 22) (9 — 2). 


De méme p = 13, 17, 19, 31 sont indécomposables dans k (\/—5), 
par contre dans le corps relatif 


ee ze > \/— ¥) (8 —o\/—1)= (3— 2w— 4Q) (3+ 20 — AQ), 


= (3 

(4 + V—1) ( 4 = 1) =(4—o + 29) (4 + » — 20), 
(19) = ras + es (4 -- ol == gb) faa 
31)= (6 + 3/5) (6 — 9/5) = (ar + 2M) (1 — 204). 


2. Si p est un nombre premier qui se décompose dans k(¥— 5) 
en un produit p. p’ il faut distinguer deux cas, ou bien p= 1 (4) 
ou bien p = 3 (A). 

2a. Dans le premier cas 


est toujours possible en nombre entier du corps de base. En effet 
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comme n(p) = p tout nombre entier de k est congru 4 un entier 
rationnel compris entre 1 et p suivant le module (p), et comme 


— I = 2? (p) 
admet une solution, a fortiori 

aS t= Xp) 
est possible ainsi que 

Sih = oF (p’) 


Les idéaux » et p’ sont donc décomposables a leur tour dans le 
corps relatif K (/— 1). Les deux idéaux » et p’ sont des idéaux prin- 
cipaux, comme nous allons le faire voir. Le corps de base k(/— 5) 
a pour discriminant — 20 qui contient deux facteurs premiers 2 
et 5. Les deux classes (la classe principale et la non principale) 
appartiennent donc 4 deux genres différents, et l’on voit de suite 
que », ?’ appartiennent au genre principal et par suite a la classe 


des idéaux principanx, et en effet comme p= 1 (4), ( 


oy i 
Sp Lh 
P 


2b. Le second cas est tout autre. La congruence 


=e 
pal Sai 


ne peut avoir aucune solution, sans quoi comme @ est congru 4 un 
nombre rationnel suivant le mod p 


— 12°, (p) 
serait possible. 

Les idéaux premiers de la seconde classe, c’est-a-dire de la classe 
des idéaux non principaux sont encore des idéaux premiers dans le 
corps relatif K(— 1). Mais ces idéaux premiers sont des idéaux 
principaux du surcorps K (V— 1) 

En effet 2 se décompose dans k\/— 1, 


a Sy ene 


Posons § = (2, i+ ee et soit p un idéal de Ja seconde classe 
du corps k(V—- 5) on voit que gp = (%) ol & est un nombre entier 
du corps de base. 
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eas fa ¥'8 uae ‘ 
Par suite g*p* = (~)*-en écrivant 3 — (zx), on voit que 
ae om == 8) Gu. Te Aw == a 9, 
Dans le corps relatif 


Bae (: ‘ +V=i)) (: (1 =v=), 


2 


comme 


2 


ereV=3) gg e(1 v=) 


sont des entiers de K (— 1) (leur somme et leur produit sont des 

entiers), p’ est le produit de deux idéaux conjugués relatifs dans le 

corps K(/— 1). Comme d’autre part ne se décompose pas dans 
ce corps et que 


are ey = 1) et dtu (Pas 6 


2 2 


ne se distinguent que par un facteur unité /— 1 ona dans le corps 
relatif 
a ( a ve 1 
Sian ea wearer ray srs 


c’est-A-dire que tout idéal premier du corps k:(¥— 5) qui est un 
idéal non principal de ce corps devient un idéal principal dans le 
corps relatif. 

Les résultats 1 et 2 nous donnent le 

Théoréme. — Les idéaux premiers principaux du corps k(\/— 5) 
se décomposent dans le corps de classe en un produit de deux 
idéaux, par contre les idéaux premiers non principaux sont encore 
des idéaux premiers du corps de classe, mais ils y sont des idéaux 
principaux. 

Quelques exemples numériques illustreront ce théoreme : 


(5) = (\/— 5)”, 3 
(29) = (3 + 2 /— 5) (8 —2 V—5), 
(41) = (4+ V—5) @—V/—5), 
(61) = G+3y—5) (4—3 /—5), 
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par conséquent (\/— 5), (3 + 2W— 5), (3 — 2 /— 5), ete., sont 
des idéaux principaux du corps k (V— 5) qui se décomposent dans 
le corps de classe. On trouve facilement : 

(V— 5) =(2 +) (1 + S(Q)), bed 
(Boa \) oe Vy ae ee ee 
(3 uagt/ Slant ey ey ee ee 
(6 + /—5) 
a (Sees tam es E +V—5 + (3/5) /—1) 
2, 


2 


= (& + 2 \/— 5 — 30+ ar) (5 +2 /— 5 —S(Q) + S(Q,), 
on obtient 6 — /—5 en remplacant + /— 5 par — /5. 
De plus 
a3) 5 


aes tl eer ay = (2 ! a 
= (9 + © + Q,) (5+ Q + 8(Q,)). 


avec une décomposition semblable pour 4 — 3 Y—5. 
Prenons des exemples d’idéaux non principaux 


(a, 9+ /—5) —(2,14-4/—5, (:+-/—1)’, r-/—4) =(r4/—1) 


car 


de méme 
(3, 1+ V5) =(—2 + 8(@)— 9), 
(3.1 —V¥—5) = @.— 0+ Q,), 
et de méme 
(7:3 + /5).== (4+ a0 — 88(Q) +.0,), 
de plus 


(03, 8 Ao Wa= 5) = (8 + & + Q+ 3Q,), ete. 
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Em répétant plusieurs fois Vapplication de ce théoréme on 
démontre qu'il est encore vrai lorsqu’on remplace le mot idéab pre- 
mier par le mot idéal. 

Enfin dans l’exemple k(\/— 5) mous pouvons montrer que le 
corps de classe a un nombre impair de classes, 

Admettons que ¥ soit un idéal non principal du corps k (y/— 1) 
tel que * ~~ 2. Comme 3S(q) est um idéal du corps fondamental 
et que par cela méme i est un idéal principal de celwi-ci ow du 
corps de classe, on aurait 


eS SSH 
ou 
3~ S(9) 
Posons 
Be 
S(9) 
ona 
N;(B) == == Bra 
Dans le cas 
N(B)=+n B=, 
et dans le cas 
N, (B) = sf 
comme 
S(A) 
N.(BE)=—1, EB=—~ 


(A)} serait done un idéal du corps de base ou Ie produit d’un 
idéal ambige du corps de classe par un idéal du corps de base. 
Mais comme le discriminant du corps de classe n’a pas de facteur 
premier et que le corps de classe n'a pas d’idéal ambige, A(Q) est 
un idéal du corps de base et par suite J 1, cest-a-dire que si 
le carré d’un idéal G est un idéal principal, cet idéal J est aussi 
un idéal principal. 

Si donc le nombre des classes du corps relati! If — 2%, ou west 
un entier impair, on aurait pour tout idéal de la suite 


S ga—) 
fie owe 1, i Uns it Te ae, ie 


ce qui est impossible. Le nombre des classes est impair. 
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On voit immédiatement que les considérations établies pour le 
corps k(/—5) s’appliquent presque littéralement tout corps de 
base k(Vm) ayant un nombre de classes égal 4 2 et déterminé par 
un nombre premier négatif m= 3, (4). On peut choisir comme 
corps de classe d’un tel corps le corps relatif K (/— 1) ; Punité fonda- 
mentale ¢, du corps k(V— m) = k(V—1 /m) pour laquelle n(é) 
—=—1 est aussi une unité dans K (\/— r) avec lanorme relative —1. 

Les théorémes que nous venons d’établir dans l’exemple précé— 
dent sont vrais pour tout corps de base dont le nombre des classes 
est 2, comme M. Hilbert l’a démontré. 

Si nous voulons nous en tenir & des corps de base quadratiques 
imaginaires /:(\/m) la condition h — 2 exige que le genre g < 2. 

Mais on sait que g = 2"—' our est le nombre des facteurs pre- 
miers distincts du discriminant du corps k(/m). Dans le cas ou m 
satisfait 4 m = 1 (4) et ne contient qu'un facteur premier, on a 
r==1, g = 1, et le nombre des classes de k(\/m) est impair. Pour 
h = 2 onne peut avoir que g = 2, r= 2, c’est-a-dire que ou bien 
m est un nombre premier négatif de la forme m= 3 (4) ce qui 
est le cas considéré, ou bien m= 2 (4) oum=1 (4), le nombre m 
contient dans le premier cas le facteur 2 et un autre facteur premier 
de la forme 4n = 3, dans le second cas m contient un facteur pre- 
mier rationnel positif p = 1 (4) et un second facteur premier 
rationnel positif ¢ = 3 (4). 

Quelques exemples pour montrer qu’on rencontre ces cas pos— 
sibles. 

2° Kaemple. — Le corps k(\/— 22) a pour discriminant d= — 88, 
le nombre des classes h = 2 et le genre g = 2. Soit » un idéal 
premier avec 2, sans étre un idéal principal, et posons 7 = p’, la 
congruence  7— = @? (4) est toujours satisfaite par un entier du 
corps soit pour + 7 ou pour — 7. 

Car soit p le nombre premier rationnel qui contient p et soit 


m=a+ b\/— 22, pS Fe a op. 


Comme p* = 1 (4) il faut que a soit impair et que b soit pair, 
c'est pourquoi 


+ (a + by/ 22) == a (4) 


admet comme solution un entier du corps k(\/—22). Soit 7, ==Ex 
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le. nombre pour lequel m, = 2 (4), le corps K(Vz,) représentera 
par rapport au corps de base k(\/— 22) un corps relatif dont le dis- 
criminant relatif ne contient pas d’idéal différent de + 1. 

Soit par exemple 


p= (11, \/—22),, ptr, 


K(V— 11) est alors un corps de classe du corps de base k(\/— 22) 
pour lequel on a les théorémes suivants : 

Théoréme 1. — Le discriminant relatif du corps K (\y/— 11) par 
rapport au corps k(V— 22) est une unité. 

Tous les entiers du corps relatif peuvent étre représentés au 
moyen des nombres de base 


ae —11+Y—11 
1s w=//— ON Q,=4/ 22 : : 
22 


neo Say 

; 22 : 

Comme le corps relatif contient tous les nombres du corps qua- 
dratiques k(\/— 11) et k(V2), on a en tenant compte du systéme des 
caracteres des idéaux le 

Théoréme 2. — Tout idéal premier principal de k(V—22) se 
décompose dans K (\/— 11) en deux idéaux premiers distincts rela- 
tivement conjugués. 

Enfin pour les idéaux non principaux du corps /(\/— 22) ona le 

Théoréme 3, — Les idéaux premiers du corps de base k(\/— 22) 
qui n’appartiennent pas a la classe principale, sont encore des 
idéaux premiers du corps relatif K(Y—11), mais ils y deviennent 
des idéaux principaux. 

On voit tout d’abord que l’idéal (11, /— 22) devient un idéal 
principal du corps relatif car 


el ere aay 


Soit maintenant p un idéal non principal 


(11, V— 22) .p = (#) 


est un idéal principal du corps de base 


ONG he 


Sommer. — Théorie des nombres. 22 
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ou 


_O any 


ie 


p 


Mais d’autre part ee est un entier du corps relatif, c’est- 


4-dire que p est un idéal principal de ce corps. 
En tenant compte des trois premiers théorémes on obtient le 
Théoreme 4. — Le nombre des classes du corps relatif K(\/— 11) 
est un nombre impair. 
3° Exemple. — Soit le corps de base k(V— 15) ou —m=3.5, 


1+(/—i1d ,- 
TA A! 
2 


son discriminant d = — 15, sa base 1, 6) = 


nombre des classes et le genre sont égaux a 2. 

Il en résulte que tous les nombres premiers rationnels p tels que 
(=) —=-+ 4, (4) ae (E) = 1 se décompose dans k(\/— 15) 
en un produit de deux idéaux principaux. 

Soit » un idéal premier, premier avec 2, qui ne soit pas un idéal 
principal et soit (x) = p’, on démontre encore que l’on peut satis— 
faire A 7 =a? (A). 

Si l'on prend par exemple p = (3, V— 15) ou p = (6, ¥— 15) 
on trouve que les corps relatifs K(y— 3), K (5) sont des corps de 
classes par rapport au corps k:(\/— 15) avec les propriétés établies 
dans les exemples précédents. Ges exemples donnent un apercu trés 
net des corps quadratiques imaginaires et des corps relatifs qua— 
dratiques. Le fait le plus curieux est l’existence de ce corps de 
classe dans lequel tous les idéaux non principaux des sous-corps 
deviennent des idéaux principaux. 

Un corps de base réel se comporte d’une facon toute diflérente 
de celle d’un corps de base quadratique imaginaire. 

Il nous faut d’abord définir une notion établie par M. Hilbert 
(d’aprés l’exemple de Gauss et de Dedekind) ('). 

La notion de nombre totalement positif et primaire. 

Définition. — Un nombre % du corps quadratique réel k(\V/m) est 


a 


(!) Voir Devexiyp. — Vorles. iiber Zahlentheorie von Diricutet und Depexinn, 
4 Aufl,, Suppl. XI, p. 578. 
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dit totalement positif, si % est un nombre positif ainsi que son con- 
jugué @. Soit de plus ¢ un nombre totalement posilif premier 
avec 2 et tel que~ = y?, (4), v étant un entier de /:(\/m), & est dit 
un nombre primaire du corps k (ym). 

Il nous sera ici plus utile de donner une autre idée de la condi- 
tion d’équivalence. 

Défirition. — Deux idéaux j et £ du corps /e(/m) sont dits équi- 


valents au sens restreint, si leur quotient I = @,a@ étant un nombre 


totalement positif du corps k. Deux idéaux quelconques équiva— 
lents d’aprés cette définition appartiennent 4 la méme classe 
didéaux. 

La classe d’idéaux dans le sens restreint sera représentée par h. 

Dans Végalité += g, & nest déterminé qu’d un facteur unité 
pres. Il importe done pour déterminer h de savoir si la norme de 
Vunité fondamentale du corps quadratique égale + 1 ou — 1. 

En effet, soit ¢ une unité fondamentale positive de k(Vm) et 
n(é) =-+-1, é est aussi positif ou encore ¢ est totalement positif. 
Sn 


Le quotient défini par  — « est donc de prime abord totalement 


positif ou il ne lest pas. 

Dans ce cas chaque classe du corps primitif se décompose en deux 
nouvelles classes dans le sens restreint. 

Car si @ est un nombre positif de norme négative, l’équivalence 
des deux idéaux j, f au sens plus large, on déduit j + (a,)£ au sens 
restreint, alors qu’au sens large f et (~,)£ sont équivalents. 

Si h est le nombre des classes au sens large, h le nombre des 


classes au sens restreint, on a h = 2h. 


k(/5), ne, ee kr. hestne Mey 
AWADE c= 8+ 3/7, Rie = el ae (Mme Ty # ee 
kre), = 3-+ ro: aC) =" 1, hao, hea, 
k(y/15), e=4+05, asoeis Amo had. 


On démontre d’une facgon générale qu’& tout corps ayant un 
nombre de classes impaires h on ne peut superposer aucun surcorps 
non ramifié, tandis qu’il existe des surcorps non ramifiés pour tous 
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les autres corps. Pour un corps de h = 2 un pareil corps est aussi 
corps de classe avec des propriétés analogues aux corps de classe 
relatifs A des corps de base imaginaires et que nous avons appris a 
connaitre. 

Comme exemple particulier nous étudierons k(/5) qui a 
h —h=1. S’il existait un surcorps relatif quadratique non rami - 
fié et s'il était déterminé par le nombre p. de k, p. a part des fac- 
teurs carrés, ne pourrait contenir que des unités ou des diviseurs 
de 2. 

Comme yp. doit étre premier avec 2, il ne nous reste plus qu’a 
voir si l’on peut poser 2 = — 1 ou w= + w. 

Dans le premier cas il faut voir si + o =? (4) est satisfaite 
pour un nombre du corps. 

Soit 


&—oxr-+ yu, a? = 7? + y?-+ (ory + y?)u, 


il s’agit de savoir si l’on peut satisfaire simultanément a 


x? + y? =0 (4), 
y? + aay + 1 S04), 


pour +1 ou — 1 dans la derniére ligne par des valeurs entiéres 
et rationnelles de « et de y. On reconnait sans peine que pour 
avoir 

y? + ary — 1 =0 (4), 


il faut que « soit pair et y impair, mais alors 
a? + y* = y? = 0 (4), 
De plus pour que 
y? + aay + 1 =0 (A), 
il faut que « et y soient impairs, et alors 
xe + y? =2 + 0 (4). 


On arriverait au méme résultat par un autre raisonnement qui 
convient au cas général : 
Supposons qu’il existe une unité fondamentale < telle que 


rs = a? (4), 


LE CORPS RELATIE 341 


on aurait aussi 


et par suite 


ou encore 


Mais comme @~’ est toujours un entier rationnel, cette dernicre 
congruence est impossible et ’hypothése 


Ec = 0? (4) 


nest pas admissible. 

Le corps K(Y w) n’est donc pas ramifié par rapport au corps 
k(V5), et le corps K(V— 1) ne l’est pas davantage car on ne peut 
avoir 


— 1 =? (4). 


D’ailleurs d’une facon générale en vertu de n(¢) = —1 ona 
toujours 
m = 1 (4) ou m = 2 (4), 


c’est pourquoi la congruence — 1 = @ (4) entrainerait toujours 
une congruence — 1 = «° (4) avec « entier et rationnel; mais 
cette derniére est impossible. 

D’autre part soit k(//m) un corps tel que h — 1 et par suite h = 2, 
dont lunité fondamentale ¢ a pour norme + 1, il existe toujours 
un corps de classe qui lui correspond. Supposons m = 1 ou 


|2 


m = 2 (4) et ne contenant aucun facteur carré, posons ¢ = —. On 


o 


: 1+ Oe ek 
voit tout d’abord que ¢ = | 7, mais on reconnait facilement que 


’ eis 1 . 
l'on peut choisir % = aes de telle sorte que ~ et a’ soient des 


entiers premiers avec 2. Il en résulte que ev? = aa’, et comme 
go’ est un entier rationnel impair on aura toujours 


cE aa! = 1 (4), 
c'est-a-dire que <x’ satisfait a 


“bu! = v2 (4). 
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Et comme on a supposé @ premier avec 2, il en résulte 
Hs =v? (4), 


par suite », = -+< détermine un corps quadratique relatif non 
ramifié. Un pareil corps est déja déterminé par ». = — 1 lorsque 
m = 3 (4), car dans ce cas 


— 15 (/m)" (4). 
h° Exemple. — Corps de base k(7). lei 
1, e=8+3i/7, n{e) = + 1, h=a. 


Il y a deux classes d’idéaux au sens restreint; les idéaux pre— 
miers (3 + y/7), (5), (11), (13), (£7), (23), (6 = 7), etc., appar- 
tiennent & la classe principale, les idéaux premiers (3 = 2/7), 
(9 +477), (4377), etc., appartiennent a Ja classe non prin- 
cipale. 

Les idéaux premiers de la premiére classe sont ou bien des 
nombres premiers rationnels, ou bien ils ont été obtenus en décom- 
posant en facteurs le nombre premier p = 2 et les nombres pre— 
- miers de la forme p = 1 (4). 

Pour les idéaux p de la classe non principale on a dans Je cas ot 
Yon pose pp’ — p, p= 3 (A). 

Mais — 1 = (V7)? (4), p. = — 1 détermine par suite wn corps 
relatif quadratique non ramifié. De plus soit p un idéal premier 
de la classe non principale, et soit (x) = p?, y. = 7, d’aprés le 
théoréme de M. Hilbert, détermine aussi un corps satisfaisant a 
cette condition. 

Considérons K (\/— 1). 

On peut prendre comme base de ce corps relatif 


ihe w=, pillabs lav alee ak oO Bay Ap avlaeh a 


¢= 8 + 37 est une unité du corps k(/7) et < est la norme de 


a Sy 


2 


E est donc une unité du corps relatif, 


9 


LE CORPS RELATIF 3.43 


Pour tout idéal premier de la premiére classe la congruence 
— 1 =’ (p) est possible, par contre elle est impossible pour les 
idéaux premiers de la seconde classe. 

Les idéaux premiers de la premiére classe se décomposent dans 
le corps relatif en un produit de deux idéaux premiers, les idéaux 
premiers de la seconde classe demeurent des idéaux premiers dans 
le corps relatif. 

Hl est facile d’établir les décompositions suivantes pour les 
idéaux de la classe principale 


ee eyes ist ee ea hy 


(5) = (2+1/— 1) em f—1)= (2 —w +2) (2-+-w— 20), 
(25 CV 7) (2 — /—7 7)= (—5 + 20,) (9g — 29,), 
(13) = (SoS A) — 1) (Seeary aes as 

(19) = (4 +Y—x) (4 —V/—). 

(23) = (4 + /—7) (4 -V—3), 


(6+ V/7) = (3 + 20 — 3a — 2.) (3 + 2» — 38(2) —S(o,)), ete. 


Les idéaux premiers de la seconde classe demeurent des idéaux 
premiers, mais ils deviennent des idéaux principaux, car on peut 
écrire par exemple : 


(3 + 2 \/7) = (3 yea aree /—7). 
De méme que dans Je cas du corps imaginaire on démontre que 
K (V— 1) posséde un nombre impair de classes au sens restreint. 
Le corps K(\/—1) est encore un corps de classe de k(\/7), de 
méme que le corps K (+ \/z) dont il a été question précédemment, 
car ces corps possédent les propriétés caractéristiques d'un corps 
de classe. 


Pour l'autre cas ob m = 2 (4) il suffit d’indiquer l’exemple 
k (/6). Comme 
— 1 é c= 5 =—21/6 y= AG) a 
par suite h = 2 il existe des corps de classes relativement qua- 


dratiques non ramifiés. On voit en effet que 


K(\/—5 + 2 V6) = K (/—=) 


est un pareil corps relatif. 
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Un dernier exemple nous montrera ce qui se passe pour un 
corps tel que h = h = 2. Je me contenterai de citer des résultats 
et de renvoyer a Ja note de M. Hilbert. 

5° Exemple. — Corps de base k (10) avec h = h =2. Soit un 
idéal premier quelconque premier avec 2 et qui n’appartient pas a 
la classe principale, par exemple 


p = (3,2 + \/10). 


(=) = p? = (—1 +10). 


Désignons par ¢ l’unité fondamentale du corps, il résulte des 
théorémes généraux de M. Hilbert que l’une des deux congruences 


+ ex = (4) est toujours satisfaite par un entier ~ du corps 
k (y1o). Et en effet 


Soit 


poer=7+2Vi0=(1 + /10)° (4). 


I] en résulte que K (\/7 + 2 /10) est par rapport A k (10) un 


corps relatif quadratique non ramifié. On peut choisir comme base 
de ce corps relatif 


iy Oe 10 peo oy A) eV o—=(2—/10) 81+ V 10) +V/' 


I 
6 
De plus 


Een 
peo VRO st vi oS ae er 


sont des unités dans K (jz) avec 
N,(B)=1, N,(H)=3+V/10=«. 
Voyons si (3, 2 + /10) n’est pas un idéal principal du corps 
K (\/u). On voit facilement que 
(3) = (Vx) Qo — 40 4+24529,) = Vu (A,) 
(2 + V/10) = (Vu) 84 — 11 w+ 4a — 109) = Vu (B) 
et que ; 


(3, 2+ V/10) = (V/u). 
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Les décompositions de 3 et de 2 +- ro nous montrent que 
(2, V10) = (B) et que (2) = (B)’. 

D’out il résulte de plus que 

(10) = (B) (25 + 7 — 60 + 42,) = B) (B,) 
(5) = (3 — y't0)' B,)* = (W 
r= (25 +70 — 69=49,) (3 — 10). 
A Vaide des égalités numériques 
Sober eh eos 1? 


il nous est facile d’expliquer les lois de décomposition du corps 
relatif. 


Soit (p) un idéal principal du corps k (//10), 


(s)-— 


condition remplie lorsque 
ou lorsque 


Mais alors l'une des deux équations 
a oe 2y? 
p=2—sy? 
admet des solutions entiéres rationnelles, ou encore ona dans le 
corps relatif l'une des décompositions : 


(p) = (« — By) (« + By) 


(p) = (e — Ty) @ + Ty). 
On a par exemple : 


a= 3? — 9.17, (7) = (8 — B) (8+ B) 
11 = 16 — 5, (11) = (4—T) (4 +T) 
17 == 5? — 2.9”, (17) = (5 — 2 B) (5 +2 B) 
Ei 127-917, (19) = "(12 = OT) (ias+ 52) 


ou 
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Si p désigne un nombre premier qui se décompose parce que 


a+ 


il y a deux cas 4 considérer suivant que 


Gaes Ga 


ou que 


Dans le premier cas p se décompose dans le corps & (\/r0) en un 
produit de deux idéaux principaux car le corps k (\/10) admet deux 
genres contenant chacun une classe, et les facteurs de (p) appar- 
tiennent a la classe principale. On a donc 

(p) = (e+ V/10 y)(# — V0 y). 

Mais comme on a aussi 

et p= «a? — dy? 


p dans le corps relatif se décompose en un produit de quatre idéaux 
distincts. Ghacun des idéaux principaux 


e+ \/10y, e—\V10y 


est donc le produit de deux idéaux premiers du corps relatif. 
Voyons des exemples, les nombres premiers p, pour lesquels 


sont de la forme 


fon 1, hon+ 9 
31 = 11? — 10.3°7= (11 —3 ro) (11 + 3 10) = pep 
w= 4, (p'), . w= 14, (p) 


11— 3/10 | = = 
eet eh (2 —Vu)(2 “t= Vz). 
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- On adonc l’égalité idéale 


(11 — 3/10) = (a — V#)(a + Vu) 


et de plus 


(1-8 Vie) =(—1 +y/i0-4 BV) Ve 
= Bae io 3 ek tidlaiyh 


De plus 


eg AG oes tala as Vic) eas ie ah 
w=W(p) et p=113,(p) 


(9 —2 V0) = (4 —Vu) (4+ Vn) 


(9+ Vie) = (8+ ayo + S42 Vo) Ve) 


(ona yo On2V Ive) 


et 


On a aussi 


7 — 13" — 10.3" = (13 — 3/10) (13 +3 \/10)= p'.p 
BSS rr, p’), 2 = 29”, (p) 


Ga ein) {2 a Yio St ol Ve) 
fs ili ie AONE, 


erg Ce yor Vee) 
ee aaa 


3 


Enfin 


89 = 27? — 10.8? = (27 — 8 \/10)(27 + 8 /10) mt ap 
p= (p'), w= 4k (p) 


(27 — 8/10) = (: + 2 = 10) VV z Vaio 
(apa ta) — oe 0 4/p)la— 247) 
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Nous nous contenterons de ces exemples et nous allons voir ce 
qui se passe pour les idéaux (p) du corps de base lorsqu’on a si- 
multanément 


7 Gece G=—s 


Dans ce cas les facteurs premiers de (p) n’appartiennent ni au 
genre principal ni 4 Ja classe principale. 
Mais comme dans ce cas |’équation 


p=22? _9y* 


admet toujours des solutions entiéres et rationnelles, (p) admettra 
dans le corps relatif les décompositions 


(p) = (Bx + Ty) (Bx — Ty) 


et nous avons déja vu que les idéaux (2, /10) (5, 10) deviennent 
des idéaux principaux 


ON Pe ce ees eee 
mee (3)= eg): (73) mo 
(13) = (13,6 — \/10)(13,6 + V/10) = p' ». 

Aucun nombre entier du corps kyio ne satisfait 


pao, (p) ou pa, (p’), 
En effet 
r=8,(p) et w=6, (p’). 


C’est-a—dire que p et p’ ne se décomposent pas dans le corps 
relatif. Mais on a dans le corps relatif 


(13,6 +10) =(3B+1), (13,6 —\/10) = (3 B—1) 


correspondant 4 13 = 2.9 — 5. 
De méme 


(37) = (37,11 — 10) (89,11 +\/10) = p'p 
== 22, (p), »p=29, (p’) 


et dans le corps relatif 


p=PF=—(9B+57r) pp’ =F, —=(9B—5NP). 
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Les idéaux premiers du corps de base qui ne sont pas des idéaux 
principaux, demeurent des idéaux premiers dans K (V2) mais ils 
deviennent idéaux principaux. 

De méme que pour le corps imaginaire on démontre que le 
nombre des classes du corps relatif K (/2) est impair. 

Et c’est ce fait que le nombre des classes du corps de classe est 
impair qui permet d’établir le théoréme de réciprocité quadratique 
dans le corps de base. 

On peut généraliser les théorémes simples relatifs 4 l’existence de 
corps de classe pour des corps quadratiques lorsqu’on considére 
des corps relatifs du quatrieme degré ou d’un degré supérieur. 

Considérons par exemple le corps de base kY— 14 qui a un 
nombre de classes h = 4. 

On peut représenter les classes de ce corps par 


(1), (2, ~—14), (8,1 -V/— 4), (38,1 +V¥— 4) =) 
ou 
Yate ote cn Ie 
Si l’on pose 
(e) = et = (5 +2 /— 14) 
on vérifie facilement que 


SY ae Sa 


et on en déduit que 


(oy ee ae 


est un corps relatif quadratique non ramifié de k(/— 14). Les 
nombres 


Ihe aay = itign o) == oe 14) +p 


9 13 


AV: 
ee Rey a \ 
forment une base de ce corps, et l’on reconnait que les idéaux 


p,=(2,V— 14), par (31+ ¥— 14) 
par =(3, 1— (14) 


14) + Vu 
8 


I 
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ne se décomposent pas dans le corps relatif 


yp, = BP=(a—3 Sa SU) 
= (Ve) 


deviennent des idéaux principaux, par contre ret x’ sont des idéaux 
non principaux du corps relatif. Il en résulte que le nombre des 
classes du corps relatif est encore pair. Pour atteindre le corps de 
classe de k(/— 14) il faudrait choisir un sur-corps qui serait du 
quatriéme degré par rapport a & (/— 14). 

Ces recherches nous conduiraient loin au dela du cadre de ce 
livre. 


EXPLICATION DES TABLES 


REMARQUES SUR LA RESOLUTION DE L’ EQUATION DE Pett. 


De méme que la géométrie descriptive est un complément des 
théories abstraites de la géométrie, le calcul numérique est une 
application de la théorie des nombres. Ce calcul offre & celui qui a 
étudié les théories un attrait comparable 4 celui qu’offre le dessin 
de formes géométriques ou la représentation imagée de vérités 
géométriques. 

De plus, celui qui étudie la théorie des nombres ne saura s’il 
en posséde bien les notions qu’en les appliquant a des exemples, 
celui qui la posséde déja trouvera souvent dans ce calcul des sujets 
de recherche, les théoremes les plus importants de la théorie des 
nombres n’ont-ils pas été découverts par voie d’induction. 

Les tables qui terminent ce livre faciliteront certains calculs et 
permettront d’en vérifier d’autres. Ces tables indiquent aussi les 
nombres des classes des corps quadratiques dont le nombre fonda- 
mental sans facteur carré est compris entre — g7 et + 101. 

La disposition des tables sera comprise sans autre explication. 
Elles sont divisées en deux parties, l'une pour les corps imagi- 
naires, l’autre pour les corps réels, 

Les colonnes verticales successives dans la table destinée aux 
corps imaginaires, contiennent dans l’ordre : 

1° Le nombre fondamental du corps ; 

2° La base la plus simple du corps ; 

3° Le discriminant du corps, décomposé en ses facteurs premiers 
rangés par ordre de grandeur croissante ; 

4° Tous les idéaux du corps non équivalents entre eux et dont la 
norme < | /d |. 

5° L’énumération des classes représentées sous K*, L’, ... au 
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moyen du plus petit nombre possible de classes fondamentales. 

La lettre A indiquera que la classe est ambige. Lorsque toutes 
les classes d’un corps peuvent étre représentées par les puissances 
successives d’une seule classe J ou A, le corps est dit cyclique. 

Les corps non cycliques de la table sont des corps abéliens. 
Toutes leurs classes peuvent étre représentées par les puissances et 
les produits de deux classes choisies d’une fagon appropriée. 

On trouvera facilement dans les tables les classes ambiges autres 
que celles désignées par A ; ce sont celles dont le carré fournit la 
classe principale. 

Les idéaux correspondent aux classes écrites sur la méme ligne, 
Vidéal peut toujours étre pris pour représenter la classe ; 

6° La division des classes en genres ; les classes qui appartiennent 
4 un méme genre sont reliées par une accolade ; 

7° Les systémes de caractéres des genres. D’aprés le n° 28 on 
sait que tout systéme de caractéres se compose d’un certain nombre 
d’unités positives ou négatives +- 1, — 1. Dans les tables nous 
n’écrirons que +-, — et ces signes se rapportent de gauche a droite 
aux facteurs premiers du discriminant écrits dans l’ordre croissant 
de gauche a droite dans la troisiéme colonne. 

Dans la partie concernant les corps réels, il faut & ces colonnes 
en ajouter deux autres : la colonne des ¢ conlient l'unité fonda— 
mentale du corps telle que | ¢ | > 1, et la colonne des n(<) en con- 
tient la norme. 

De plus le calcul des systemes de caractéres diflére de ce qu'il 
était précédemment. Si m un nombre positif qui admet des divi- 
seurs premiers de la forme g = 3 (4), ona 


(=i) 
——— } = — 1. 
q 


Soit alors j un idéal du corps, nous choisirons 7 = + n(j), tel 
que pour un facteur bien déterminé parmi ces qg le symbole 


(* mh a 
~— )=+1, 
q 
C’est pourquoi lorsqu’on énumérera les caractére d'un idéal j il 
suffira de considérer les facteurs premiers de d autres que q: 
Et alors dans la troisisme colonne les facteurs premiers de d sont 
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écrits dans l’ordre suivant, d’abord le nombre q =3 (4) employé 
pour fixer le signe de n = + n(j), puis les autres facteurs dans 
Vordre de grandeur croissante. 

La colonne des systémes de caractéres donne les valeurs de 


— 


nm, m ‘ i ; 
( ), pour les facteurs premiers rangés comme nous l’avons dit, 


abstraction faite du facteur q: 

Le calcul des tables est trés simple, car on a vite une vue d’en- 
semble sur les points importants et l’on est amené A des artifices 
utiles. 


Pour trouver les idéaux on cherche d’abord la valeur du sym-— 


d . 
bole ©) pour tous les nombres premiers p< | \/d | et l’on met les 


idéaux trouvés p, p’, etc., sous la forme (p, a + ). 

Pour reconnaitre si les deux idéaux j et § contenus dans i et h 
sont équivalents, on forme j’§ et l’on voit s'il est un idéal principal. 
Tous les nombres de cet idéal ont alors un facteur commun ; on 
peut encore rechercher si 


: é : 1—m , 
fe oY my" ou St th = ot BY op 
: 4 


suivant les cas, admet une solution entitre en x et y. Cette fagon 
d’opérer est trés facile pour les corps imaginaires. Dans les corps 
réels on simplifie ce procédé en choisissant d’abord « et y et on 
cherche les nombres les plus petits a pour lesquels * — my*=a, etc. 

On peut souvent appliquer les théorémes relatifs aux genres des 
corps pour décider si un idéal donné est idéal principal ou non. 
Nous l’avons montré sur des exemples au n° 55. 

La détermination de l’unité fondamentale ¢ conduit 4 un pro- 
bléme analogue. 

I] s’agit alors de résoudre une équation de la forme 


2 P 1 
x? — my? = 1 ou Cae es Pe 


m étant positif. 
Nous avons déja indiqué précédemment les méthodes employées. 
La méthode générale qui s’applique toujours est fondée sur le 
développement de \/m en fraction continue. 
Mais dans bien des cas on peut utiliser les théoremes sur les 


9 


Sommer. — Théorie des nombres, 23 
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genres et leurs conséquences (n° 32), ainsi que les propriétés des. 
idéaux ambiges, comme on le verra d’aprés des exemples. 

1° k(/55). D’aprés les notations antérieures p(144), t= 3, r= 2 
et par suite g — 2. Le corps contient deux classes ambiges. Les 
idéaux provenant de la décomposition de 2, 5, 10, 11 se répar- 
tissent dans ces deux classes. Comme lidéal (2) se décompose et 


que la congruence 
il en résulte que 


est un idéal ambige. 
De plus comme 


est impossible, les idéaux premiers contenus dans les idéaux (2) 
et (5) ne sont pas équivalents. L’idéal ambige obtenu en décompo- 
sant 5 est donc un idéal principal, ou encore (5) est le carré d'un 
idéal principal. Et en effet 


iY ee by BY Ai 
id et 2 sont les plus petites solutions en valeur absolue de 
5 == a? — 55y?. 
D’autre part comme 5 est le carré d’un idéal ambige 
(5) = (15 + 2 1/55)’, 
Et par suite en prenant le signe + 
(5) = (5) (89 + 12 1/58), 
es 89 = WY \/55, 


est une uniié fondamentale du corps. 
2° k(V3r). 2 est contenu dans d, c’est-A-dire 2 — p?. 
Mais on a montré précédemment que ; 


2== 2? — 31y? 
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admet des solutions. La congruence 
x? — 2 =0, (31) 
nous montre qu’alors 
x=—8+ 31u et y? =2-+ 16u + 312°, 


ou u est un entier rationnel. 
Il faut donc trouver w tel que la valeur de y? soit un carré parfait. 
On voil sans peine que 


yrs Gh 7" pour aa 


et par suite 2 — 39. 
il en résulte 


( 
(4) == (1521 + 1519 + 2.273 \/31) = Pp 


L’unité cherchée est 
é == 1520+ 273 (/31. 


3° k(V67). La décomposition de 2 nous donne un idéal prin- 
cipal ambige, car le corps ne posséde qu’une classe ambige, la 
principale. L’équation indéterminée 
—2= 2? — 67y 
admet des solutions. 
x? + 2 == 0 (67) 
nous donne 
x2 = 20+ 671, 
y? = 6 + fu + 670’, 


cette derniére est satisfaite pour u = 3 
(2) = (aa + 27/67)" 
et par suite 


¢ = 48842 + 5967 \/67. 
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h° k(V/93). Dans ce corps (3) = #3, et comme il n’y a qu'une 
classe, 7, est un idéal principal. On voit rapidement que 


d’ot l’on tire 


e113 + 3H, 


Les tables nous montrent que k(/94) est le corps dont I’unité 
fondamentale contient les plus grands nombres 2143295 et 
221064. 

On détermine ces nombres assez rapidement en remarquant que 
9 —= a2 — ghy’ doit admettre des solutions. Ici encore (2) = (a): 
et on en déduit ¢ comme précédemment. 

Dans tous les exemples que nous avons considérés on arrive a 
résoudre soit 
(1) a? —my?=1 soit x? + ey + ee ey 
de la maniére suivante : on cherche d’abord un idéal principal 
ambige du corps différent de ym et du carré de cet idéal ambige 
on déduit ¢. Cela revient & dire qu’on déduit les solutions de (1) 
des solutions de 


a ony? == cea, 
= Tee 


a + ry + h 


yuea, 


ou. a est un facteur de 4m ou de m, lesquelles sont toujours plus 
petites que les solutions cherchées. 

Ce procédé nous est interdit pour les cas comme (73), k(V97), -.- 
ou le nombre fondamental est un nombre premier de la forme 
m==1 (4), ou pour k(V65), k(/85), ... qui ne contiennent que 
(V'73), (V97), (V65), (95), c’est--dire ym comme idéal principal 


ambige. 


Supposons que dans le cas ou m est premier on ait constaté que 
(a) est le produit de deux idéaux principaux conjugués, il est pos— 
sible de déterminer les plus petits nombres , «, tels que 


+a=«,a! et —a=2,,%,’ 
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alors 


et alors 


ou fe 


Dans k(\/97) 
+ 2 = (38 — 7) (388 — 70’), 

— 2 = (146 + 33w) (146 — 33’), 

— 146 + 33 


= gee a = 5035 + 1138 w. 


Pour les corps k(\/65) et k(\/85), le calcul de ¢ est facilité car on 
sait que n(¢) = — I. 

On peut presque toujours abréger des calculs un peu longs par 
de petits raisonnements. La théorie générale fournit presque tou- 
jours un moyen de simplifier les calculs, et elle remplit aimsi un 
service qui est au fond le but de toute théorie générale. 


INDEX 


OUVRAGES CONTENANT DES TABLES NUMERIQUES 


Répondant 4 une demande orale, je donne ici quelques indica— 
tions quoique incomplétes de tables numériques. 

D’abord on trouve dans toutes les tables de facteurs, comme en 
contiennent bien des tables de logarithmes,le moyen de reconnaitre 
si un nombre est premier. 

1. La plus grande de ces tables est celle de J. Gh. Burckwanpr 
(Table des diviseurs des nombres de 1 a 3036000), Paris, 1814, 
1816, 1817. — Celle de B. Gorpperc, Leipzig, 1862, est plus 
petite (Table des nombres premiers et des facteurs de 1 a 
251647.) 

Les tables calculées par Osrrocransky, Jacost, etc., servent au 
calcul des nombres primitifs et des indices. 

C. G. Jaconr, Ganon arithmeticus sive tabulz quibus exhibentur 
pro singulis numeris primis vel primorum potestatilus infra 1000 
numeri ad datos indices et indices ad datos numeros pertinentes 
Berolini, 1839. 

La théorie des congruences de Tschebyscheff contient un extrait 
de ces tables. 

Lecenpre, Gauss, Decen, Jacopt et Cayztey, ont calculé des 
tables relatives a la théorie des formes quadratiques et cubiques. 

2. Il vient d’en étre publié une nouvelle sous les auspices de 
M. Canyeate, par les soins de M. Lehmer pour tous les nombres de 
I & 10000000. 

La théorie des nombres de Lecenpre, tome I, renferme 10 
tables. 


1 et 2. Les expressions les plus simples de 


Ly? + 2Myz + Nz et Ly? + Myz + Nz? 
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pour toutes les valeurs non carrées de A = M? — LN de A = » 
a A = 136 et de B= M? — 4 LN de B= 54 B = 305. 

3-8. Les diviseurs carrés et les diviseurs impairs de 2 = au’, 
27 aan, 

10. Les plus petites valeurs de « et de y, qui satisfont a 
x* — ny* = = 1 pour toute valeur N —= 24 N = 1003, qui n'est 
pas un carré. (Comparer Degen et Tschebyscheff.) 

C. F. Dscex. Canon Pellianus sive tabula simplissimam exqua- 
tionis celebratissine y*? = ax® + 1 solulionem, pro singulis nu- 
meri dati valoribus ab 1 usque aod 1000 in numeris rationalibus 
udemque integris exhibens. Havnie 1817. 

Ces tables sont trés appréciées. Elles ont été calculées par la 
méthode des fractions continues. L’auteur acependant indiqué un 
certain nombre de cas particuliers remarquables ou les solutions 
sont immédiates. 

C. F. Gauss. OEuvres, t. I. (Tiré des ceuvres posthumes). 

Table des caractéres quadratiques des nombres premiers. 

Table du nombre des classes de formes quadratiques linéaires. 

Dans le complément 4 la premiére édition on trouve une Table 
des indices des nombres premiers dans le domaine supérieur, (c’est- 
a-dire des nombres de la forme a +- b /— 1). 

Tables donnant des solutions de A = fa? + qy?. 

C. G. Jacosr. OEuvres completes, t. VI. 

Table donnant la décomposition de nombres premiers en sommes 
de la forme 


a® —- 6, a+265%, a+ 30?. 


Table indiquant le plus petit nombre de cubes dont sont com- 
posés les nombres jusqu’a 12000. 

A. Cavey. Collected papers, vol. V, Gambridge 1892, p. 141-156 

Tables des formes quadratiques linéaires pour les déterminants 
négatifs depuis D = — 1 jusqu’a D = — 100, pour les détermi- 
nants positifs non carrés depuis D = 2 jusqu’a D = 99 et pour 
les treize déterminants irréguliers qui se trouvent dans le premier 
mille. 

Il y a peu d’ceuvres de calcul numérique relatif aux nombres 
algébriques. Toutefois on trouve des résultats variés dans les 
Dissertations de Géttingen que nous avons citées et due a M. L.-W. 
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Reid 4 M.G. Riickle et de plus dans l’ouvrage de M.K.-S. Hitperr 
Das allgemeine quadratische Reziprozititsgesetz in ausgewdhlten 
Kreiskirpern der 2* ten Einheitswiizeln. Gottingen, 1900. 

L. Sapolsky. Ueber die Theorie der relativ. abelchen kubischen 
Zahlkirper. Gottingen, 1902. 

Les tables de C. G. Reuscure calculées d’aprés les prescriptions 
de Kummer, sont trés riches en contenu et fort utiles : 

Tafeln Komplexer Primzahlem, welche ans Wurzeln der Einheit 
Gebildet sind, Berlin, 1875. 


TABLES 


CORPS IMAGINAIRES 


Base 1 | d | Idéaux Classes Genres Systemes 
» de caractéres 
—1*); y=i —2 | (1) 1 1 i 
—2 V—2 —25 + (1) 1 cies: 
—3*) —— 8 (1) 1 1 
—5 V—5 2-97. (1) A? A? + + 
(251 4725) 4 A gs oe 
cate) 1/6 ome (1) A? A} oe 
. (2, 7/6) | 4 A = 
| tala : el sae, (1) 1 1 mn 
—10 —10 — 2°.5 (1) A? A? 3 a gel 
(2, Y—10) | A A at's ee 
VV — 11 ee eee 
ii ——— 11 (1) 1 1 wl 
18 exis.) $= 2?- 15 (4) A? A? tae es 
(2,1+-V—18)} 4 A ‘i 
at V—14 — 2% 7 (1) 5 J* )***) 
(3,1—//—14)) J? i? tals 
(2, Y—14) J? Js | 
ee 


| Gji-+y-=14)| J - 


* Ce corps contient outre = 1 les unités + oe ie 
* Ce corps contient en plus de + 1 les unités == w + w’, 
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| Base 1 | d | Tdéaux Classes | Genres Sysiamen 
©) de caractéres 
Suey (Pesala | Laa8 | (1) A ayn iene 
(2, i + @) A A eee 
47 VY—i7 |—2?.17 (1) J J! | Seep 
(Sis ye? J? 
el ea 8 i re a “— 
(3,1 +~—i7)| J J 
oa eae — —19 (1) 1% 1 4- 
— 24 V—21 |—2°.3-7 (4) ) A? A;* i te 
(5/8 +-V—21)44.1. od eee ee 
(3, YW—2i) | A, A, — ae 
(pets 4a Se ee 
22 -Y—22  |—2*-11 (1) A? A3 a ee 
(2, y eg 22) A A _ — 
we yi) 2am Seed r= —23 | (1) | gs Re 
| (2, a’) J? J? ot 
(2, @) “ie Ji 
ae 1/e- 36 Mh — 2° 1h ai) re | rc 
(8,2—V—26)} Js | gs Saat 
(3,1+yY—26)) J zt 
Q, V—26) | wf ye 
\(3,1 —Y—26)| J. p. me PA: 
(5,2+V—26)) J ih 
— 29 — 29 — 27.29 (1) Fe Ie 
(3, 1 —Yy— 29) . J* oe at 
(8,1 -Y=29)| J - 
(2,1+V—29)} 7° Je 
(5,1 +V—29)) 7 J ey 
| (3,1+//— 29) a a2 
-— 30 V— 30 = 28.3.5 | Q) AtA,? At A? ati at in 
(2,-/—30) |-44, | 4A) oe 
(3, Y—30) | 4, 4 


(6, Y—30) | A A Bi 


TABLES 363 


Base 1 d | Idéaux Classes Genres Systémes 
ry de caractéres 
Be satsist “aoa os Rae (1) 
bh @, 1-40’) 
| (2, 1+ @) | 
eS OS 2 : : | ies 
(2,14+Y—88) 44,| 44, [+ — — 
| (3, V— 33) A, A, ie ea 
| (6,8+Y—383)| 4 A ee 
ig | nee. | 17 (1) ait J 
: (,1-jo) oe | op ie te 
| (2, ¥—34) | # J 
| (4 EV 3H oe Ji Pay 
35 “Gael le ae (1) A AB + + 
(5, V—35) | A A —— 
— 37 | Y= 37 | | — 32-87 (1) ‘| A? A? ie as 
(2,1+V—37)) A A — 
— 38 V— 38 = 99249 (4) Je J° 
(2,1 —7/— 88) J® Jt ah) AE 
(7,2 +Y—38)| J* J? | 
(2, ¥—38) | J J 
| (7,2 -Y=38)| J? J | ae 
(3,1+V—38)| J ca 
eee 8 3.18 (1) J! Jt : 
3 (2, @’) J* J” cat 
(St fe) | 2 J* 
| (2, @) J J ae 
—41 | Y—H |—2?-41 (1) ie Je 
0 ey i 1 ee Je 
(5,2-Va4i)| ve | os Ooi 
(Coe Roe ere ee I? 
(,1¢y=n)}, J J 
(7,1 +y—41)| J° B he L: 
(5,2+Y—41)| J? J as 
(3,1 --y— 41) J J 
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| ed I | d | Idéaux | Classes | Genres d ae 
e caracteres 
— 42 V—42 |—25.8-7 (1) oy ATA Pee At ae 
1 (%, Y= 42) A AA, 
(3, V— 42) A, A, 
jb astiep FE net 12% (8° = 42) 4-4 A 
ie 48 | 
cas a — 43 (4) 1 A 
— 46 Y—46 | —2%.23 (1) J* Js 
(5,2 —Y— 46)| J J? 
(2, V—46) | J* 
(8,2+Y—46)| J Bf 
mr eee Veo ee —_ Ag (1) Je Je 
Q,1++0) | J J* 
(8, a) J J® 
(8, ©) J J? 
(2, 1+ 0) J J 
ae SP OME Senien Mtenans leds eo 
So ig ELE coe y— = erga? @ AS A? 
(3,1—20) | A A 
— 53 V—53 (| 27-58 (1) J° J® 
\(3,1 —Y—53)} J® J* 
(9,1 —VY—53)} J 5 he 
(2,1+Y—53)| J J 
(9,1+V7—53)} J J* 
(3,1 +/—53)| J J 
ci, aaa heed a bet (1) ys Je 
(2, w') Js J | 
(5, 1—2o) | Jt Js 
(2, ©) J I is 
-57 | Y—57 |—2?.3.19 (1) A®A*| AMA? |e + + 
(2,1 +57) 44, AA, geen 
(3, ¥=87) | A, At ca ae 
(6,3 -+Y—57)| A A eet tk 
— 58 — 58 — 25.29 (1) A? A? = oe 
(2, Vem 58) A A ay 


— 65 


— 66 


~- 67 


TABLES 365 
Base 1 | d | Idéaux Classes Genres Systémes 
5) de caractéres : 
poate 5g (1) ys zs 
: (3, @’) J? i? 
(3, @) fi J | 
=—61 |—9?.61 (1) ye ge) 
(5,2—V—61)| J? ce | eprats 
(6,2+V—61)| J a 
Gia7 ae) Ar | Ase | 
(7,3 +)/— 61)) ar AJ \ ee ers 
(,1+Y—61)| 4 4 
Y—62 |—2°%-31 t Sie Je 
(351. —- Y= 62) . Jt Jé 
(7,14V=e)| ve | Re ges" 
(11,2+-//— 62)| J Be 
(2.V==62)- |. a* Ji 
(11,2—/— 62)|_ J J® 
ei 7/— 62)) I? Bi aan 
(3,1 -+-)/— 62)| . J J 
Y—65 |— 275-13 (4) J* Jn 
(3,1-yoo)) | or ad fe 
(9,5 —y— 65) J? AJ? 
(3,1+j—65)| J A a f 
(11,1—//— 65)| AJ® AJ® a 
(Q,1+)7—65)| 4s? | AS 5 i 
(11, 1+-/— 65)| AT Js 
(5, Ve) 1A J “ae el 
V—66 |—2%3-11 (1) J* Jé 
(5,2-y—66)| J® J? TF Gee 
Chi SC Aj? 
(5,2-+V—66)| J A a ad 
(7,2 -V— 66) 4J* | AJ 
(11, Y—66) | 47?.| AT ae 
(7, 2 —V— 66)| At J° . 
@ y= 68) V— 66) A 5; rage PS 
alan — 6% (1) La 1 oa 
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d | Idéaux | Classes Genres Aries. 
SS SSS, oe ——— == 
— 86 —28.43| (2, Y—86) | ye | 
(17,4-+-Y—86)| J* | 
(5,2—V—8s8)| J 
(9,2 —y—86)| J? 
(3,1 +/7—86)| J 
mag al Bods — (1) 
(2, @’) 
(7, 2 + @) 
(3, 1+ @) 
(7, 2+ @’) 
(2, @) 
189 (1) 
(3,1 —Y— 89) 
(47, 8—y— 89) 
(7, 4 —//— 89) 
(5, 1 —/— 89) 
(,1+y—8)| 7? 
(2,1+V—89)) J 
(6,1—y—89)| J 
(6,1+V—89)) J 
(7,4+Y—89)| Js 
(17,8+)/— 89)| J? 
(3,1 ++/— 89) 
1 = 94, 
—91 aad Sa + 
aes teat 
— as 
oe 
94 (1) J? 
(5,4 eee J? 
(7, 2—y— 94) J® + 


(11.44/—99)| J° 
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Base 1 d | Idéaux Classes Genres Systémes 
rH) de caractéres 
_ as 
— 69 V—69 |—2?-3-23 (1) J* J 
(7,1-y—69)}_ J ee Bau haa 
(6,3 +VY—69)| J? AJ$ 
(1 PY wh AJ tare 
(5,1 +Y— 69)| AJ® Je 
(3, V—69) | Av? J = eae 
“\(6,1 —/—69)| Ay Ads 
Gia eas | 4 were 
= 30 y— 70 © }=2°-5 7) (1) At art "ta 2 + + + 
| (7, V—70) AA, AA, Sho 
5, W—70) | 4, A, — + - 
(2442-90) ||) A A —_— + 
—71 cee Ut. oS ol (1) J? | J 
: | (2, «’) Je a 
(6, 1+ 0’) oe J® 
(3, 2+ @) Jt ak + 
(3, 2+0') | J Je 
(5, 1+ @) J A he 
(2, ) J J 
93 | 256 1) ~ 2% a (1) Js se | fee 
(eco aid J? gt | ; 
(2-42. T3)ia J? ae (Pe a 
Q Sis) J J 
= 74 7 |i 2:.87} ee J® J® 
(it 5— 34) Jt 
(4 —y—7)| J J? ++ 
(3,1+y—74)) J? de 
(11,5+Y—74)| J J 
(5.4.—y— Ta icAd*.-+ AS 
(6,2+Y—74)| AsJ* | AJ® 
(6,2—Y=—74)| AJ? | AJ? i 
(5,1+V—74)| Av AJ 
(2, V—74) | A A | 
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Base 1 | dias | Idéaux Classes | Genres Systémes 
| (o) de caractéres 
St Vl 2 elt (1) J* J* 
(opie aa) ag? J? beet 
(dare a9) ese Ast 
(342g 97) AT ae 
(6,1 —//— 77)|-AJ® AJ? 
CT Rice ee! i pie 
(6,1 FY 77) 4 J* | 
(2,1-+V—77)| 4 Fu ome Tce 
78 VEG — 23.38.13 (1) A%A,?|  A*A,? ee 
(, Vame) aa,| aa, | eee 
(18, VY 78) | A, A, aes 
(3, Y—78) | A A —-— + 
S79 ba Ve 8 _— —79 (1) ye Je 
(2,1+o) | Jt J 
(6, o') Je J — 
(5, @) J? J? 
(2, 1+ @) J J 
— 82 = 82 Fi 2*- 44 (1) J* Jt 
Gsy=a) >| 7] Bs) oe 
@y=a)|r] x 
(7,8-++Y—82)) J J me 5 
gg | 1+V— 83 = — 83 (1) Je J? 
(3, o’) J? J? as 
(3, «) J J 
— 85 V— 85 (8-22. 5-17 (4) ALAS VATA 3, ote | eel 
(5, V— 85) AA, AA, + — 
(10,5--//— 85)| A, A, = 
7 (O0qct 285) aed A — 
— 86 — 86 io SrA (1) Jo J10 
| (3,1 -—Y— 86)| J? J 
(9,2+)V—86)) J J° + + 
(5,2-+Y—86)| J? J 
| (17,4—//— 86)| J® J? 
| 


TABLES 369 
B | 
Sees d Idéaux Classes Genres Systémes 
| o | de caractéres 
— 94 — 23.47] (2, y—s4) | 7 Ji 
(44m—y/— 94)| 78 Je y 
(7e2+y—94)| J? Je as 
(5,1+y—94)| 7 J 
— 95 = br19 | (1) Fe Je 
(2, 1+ @’) dik de 
en a ee i yee 
(38, @) aie J? 
(5, 1 — 2e@) Je df 
(3, @) J? J® 
(4, i—@) ie Je 
(2, 1+ @) J J ae 
— 97 VY—937 Se | (1) ali J* Fe fer 
Gry oty st Je] 
Q,14+)Y—97)| J Je | | 
7,1 +V—97)| J ce ee 
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CORPS REELS 
eg i | d | € ne) Idéaux 

2S Ae 2s 1+72 —1 (1) 

3 | /3 3.2? 2+73 +4 (1) 

5 ee 5 o a1 (1) 

6| pé 3-28 51+2V6 1 (1) 

ye 7-93 8+3V7 |-+1 (1). 
10| 710 oF be 3+710 = (1) 

(2, Y10 
11 | Vit | 11-22 | 10% 3 ay 4 (1) 
al oo CAN 5 Oe i 
Aoi) 18 | 1+} 0 ee (1) 
Bese cce | ma 
14.| 7/14 7-23 164+4714 I+ (1) 
18 | Vib | 8-2-5 44+ Y15 fetes (1) 
| (2, 1+ 718) 

2s j ab as 
17 Peo Au 17 | 34.200 ee (2) 
Sai Maes Keeael 
19| Vig 19. 2? | 170 + 397/19 +1 (1) 
21 eve 8.7 | odie +4 (1) 
2o5e 22 11-25 | 197 +. 42/2 | +1 (1) 
23 | 28 | 23.22 | ot45y2 | +1 (1) 
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TABLES 371 
Tae d e n(e) Idéaux z\e|as% 
pant ce ee 3 
i 
| 
11 +2730 +1 (4) ete 
(2, Y30) | A} 4} — — 
een Sakae Ey JA) S See Sees bce peels WARES RAE oe ES. 
31 V31 $1 2° 1520 + 273/31 | +1 (1) J! J*)} 
—— | ‘ 
(8,1—/— 81) J?) ss = 
(3,14+V—a1)|7 |J 
19+ 80 +1 (1) eyeball wae 
85 +634 “4 (1) A? At] 
(3,1 ++ 7/84) | A DE 
| CC = ee eS ee eee 
6 + 7/35 +t (2) At) 42} + 
(2,14+ 725) | 4/4 |)/— — 
—|______}_|_|-__ 
—1 (1) De NO re 
37 + 6 738 (1) ria) + 
25-4739 | +1) (1) A*| At 4 + 
(2,1 + 39) A a 
| ae ES 2 ed 
27-1100 axl (1) eee pees 
; | 
} 
18 + 27/42 +1) (1) A*| At) + 
| | 
Sided g wih: 
43] V43 43.2? | 3482-+4+5817/43 | +1 (2) i | Pot 
Le i io Mh OR SS ~~! 
46 46 98.2° | 24885 + 3588/46 | +1 (1) de) oe 
= | Die Mee ee <a. | done ell esa fasses oar 
47} Yat | 47-2? 48 +7 7/47 oe (1) ie 
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Genres 


na 

Oo 

n(c) Idéaux & 
Le} 


Sysiémes 
de 
| caractéres 


80 +9779 


4+ 


sala 


43.25 | 10405 + 1199 7/86 


3-23.39 23 + 3/87 


89 447 +106 


7-22.13| 1574-41165 7/01 


es TABLES 378; 


| 
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= ¥ Z n 8 a 

& || Sayed 

d z nz) Idéaux g\g8 23% 

| eae 


131+ 400 


99 + 13 7/58 fot 


520 + 69 Y59 


17 +450 
63+ 8/62 


T7+20 


3-25-11 65+ 87/66 


See Eee 


67-27 | 43842 + 5967/67 | +1 
3-23 11+ 30 41 (1) 


4 -2%.5 261+30V70 | +1 (1) 


oN 
ne 
J 
3 
Se 


——_— ee SSSSSENSESSSESEFSESesF 


71-2? | 34804413771 | +1 


~_—_ 
~ 
-_ 
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943 + 2590 lagi 


a Vii ca 27 434+5Y74 wee 
| uel | 


(1) 
(2, Y74) 
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